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ECS2 – Lycée La Bruyère, Versailles
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Intégrales généralisées

Travaux dirigés

Thème 1 : Comparaison série-intégrale

Dans la première question, on démontre les résultats du cours concernant le principe de comparaison

série-intégrale puis on les utilise dans les questions suivantes.

1. Soient n0 ∈ N et f : [n0,+∞[−→ R une fonction continue, positive et décroissante sur l’intervalle

[n0,+∞[. On considère la série de terme général f (n), n > n0, dont on note (Sn)n>n0
la suite des sommes

partielles :

∀n > n0, Sn =
n∑

k=n0

f (k).

a. Justi�er que :

∀k > n0 + 1,

∫ k+1

k
f (t) dt 6 f (k) 6

∫ k

k−1

f (t) dt

et en déduire que :

∀n > n0,

∫ n+1

n0

f (t) dt 6 Sn 6 f (n0) +

∫ n

n0

f (t) dt.

b. Pour x > n0, on note nx = bxc la partie entière de x, i.e. l’unique entier tel que nx 6 x < nx + 1.

Montrer que : ∫ nx

n0

f (t) dt 6
∫ x

n0

f (t) dt 6
∫ nx+1

n0

f (t) dt.

En déduire que l’intégrale généralisée ∫ +∞

n0

f (t) dt

converge si, et seulement si, la suite (∫ n

n0

f (t) dt
)
n>n0

converge.

c. Déduire des deux questions précédentes que la série

∑
f (n) et l’intégrale∫ +∞

n0

f (t) dt

sont de même nature.

2. a. Déterminer la nature de l’intégrale ∫ +∞

2

dt
t(ln t)β

.

Indication. On pourra utiliser le changement de variable u = ln t.
b. En déduire la nature de la série ∑

n>2

1

n(ln n)β

en fonction de β ∈ R.

3. On pose :

∀n ∈ N∗, rn =
∞∑

k=n+1

1

k(ln k)2

.

a. Justi�er que :

∀n > 2,

∫ +∞

n+1

dt
t(ln t)2

6 rn 6
∫ +∞

n

dt
t(ln t)2

.

b. En déduire un équivalent de rn lorsque n→∞.


