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THEME 1 : EQUATIONS LINEAIRES ¢ THEOREME NOYAU-IMAGE

1. On se donne une application linéaire f : E — F entre deux K-espaces vectoriels E et F ainsi qu'un
vecteur b € F et on considére I'équation linéaire associée f(x) = b, d’'inconnue x € E.
a. Quel est 'ensemble des solutions lorsque I’équation est homogéne i.e. lorsque b = 07?
b. Dans le cas général b € F, justifier que I’équation f(x) = b est compatible (i.e. admet au moins une
solution) si, et seulement si, b € Im f. Montrer dans ce cas que I’ensemble des solutions f~*({b})
est le sous-espace affine de E :

FH{b}) = x + Ker f = {x0 + h} heker f»
ou x, est une solution particuliere de I’équation.

2. Théoréme noyau-image.

a. Soient f : E — F une application linéaire entre deux K-espaces vectoriels E et F ainsi quun
supplémentaire H de Ker f dans E.
Montrer que f induit un isomorphisme de H sur Im f.

b. Dans quelle mesure le théoréme précédent peut-il étre intéressant lors de la résolution d’une équa-
tion linéaire f(x) = b?

c. Soit F un sous-espace vectoriel d’'un K-espace vectoriel E. Justifier que les supplémentaires de F dans
E sont deux-a-deux isomorphes.

3. Un exemple. L’objectif est de déterminer les suites réelles (u,),cn vérifiant la relation de récurrence :
Vn e IN, Upyo = 2un_|_1 — U, +n-+ 3.

a. Justifier qu’il s’agit de résoudre une équation linéaire f(x) = b.

b. Résoudre I’équation homogene associée.

c. Pour tout k € IN, on note 74 la suite (n*),cy. Montrer que la famille (7;) e est libre dans RY.

Pour tout k € IN, on note Fy le sous-espace vectoriel de RN engendré par la famille (700, 7T1y « vy TTR)-

d. Pour k > 2 donné, montrer que le sous-espace Fy, est stable par f puis déterminer 'image de I'endo-
morphisme induit par f sur Fy.

e. Répondre au probléme initial.

4. Interpolation de Lagrange. Soient n € IN* et des scalaires qay, . . ., a, deux-a-deux distincts. L’objectif est
de déterminer, en fonction de Ay, ..., A, € K, les polynémes P € K[X] tels que P(a;) = A; pour tout
i € [0, n].
a. Montrer que le probléme se raméne a une équation linéaire.
b. Résoudre I’équation homogéne associée et justifier qu’il existe dans le sous-espace IK,[X] une unique
solution au probléme initial.
c. Pour j € [0, n], expliciter le polynéme L; € KK, [X] tel que :

0 sii#j
d. Expliciter tous les polynémes P solutions du probléme initial.

vie[o,n], Lj(ai):{l SLT=J

THEME 2 : IMAGE D'UN ENDOMORPHISME DE R[X]
On consideére 'application f : R[X] — R[X] définie par :
VP eR[X], f(P)=P"—XP'
1. a. Montrer que l'application f est linéaire.
b. Pour n € N, calculer f(X"). En déduire, pour P € R[X], le degré de f(P) et sdn toefficient dominant

en fonction de ceux de P.
c. Déterminer le noyau de f.
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d. L’application f est-elle surjective ?
2. Un polynoéme P € R[X] est dit pair (resp. impair) si ses coefficients de degrés impairs (resp. pairs) sont
nuls. On note V (resp. W) 'ensemble des polyndmes pairs (resp. impairs) de R[X].
a. Montrer que
PeV <« P(-X)=PX)
et
PEW <« P(—X)=—P(X).
b. Justifier que les sous-espaces V et W sont supplémentaires dans R[X].
c. Montrer que les sous-espaces V et W sont stables par f.

3. Soit g 'endomorphisme de W induit par f.
a. Déterminer le noyau de g. L’endomorphisme g est-il injectif ? Le théoréme de « surjectivité automa-
tique » s’applique-t-il ?
b. Montrer que I'application g est surjective.
Indication. On pourra montrer, pour tout n € IN, que le sous-espace W, = W N Ry, ;[X] est inclus
dans Im g en considérant 'endomorphisme g, induit par g sur W,,.
c. Résoudre I’équation f(P) = X* d’inconnue P € R[X] pour k € {1,3,5}.
4. On cherche a présent a déterminer I'image de f. Pour cela, on se donne une suite (Ag)ren non nulle et
on introduit "application
¢ :PeRX] — > APH(0).
k=0
a. Pour P € R[X], justifier que le réel ¢(P) est bien défini et I'exprimer en fonction des coefficients de
P.
b. Montrer que ¢ est une forme linéaire non nulle sur R[X].
c. Soit P € R[X]. Pour k € IN, exprimer la dérivée k-iéme du polynéme f(P) en fonction des dérivées
successives de P. En déduire que :

o(F(P)) = —AP'(0) + 3 (A_s — kA)PX(0).

k=2

d. Montrer que I'inclusion Im f C Ker ¢ équivaut a une condition initiale et une relation de récurrence
sur la suite (Ag)ken-

e. Montrer enfin que :

mf = {P e R[X gopzk,f!o) =0},

Indication. On pourra s’inspirer de la démarche de la question 3.b..



