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Question 1.b

si, et seulement si, b € Imf.
Dans ce cas, étant donné une solution xp de I'équation, on a pour x € E :
flx)=b <= f(x)=Ff(0) < flx—x)=0
<~ h=x-xc€Kerf <= 3FheKerf,x=xp+ h.

La solution générale de I'équation compleéte s'obtient donc en faisant la somme
d'une solution particuliere de I'équation compléte et de la solution générale de
I'équation homogene.

Il est clair que I'équation f(x) = b d'inconnue x € E admet au moins une solution
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Question 2.b

D’aprés la question 1.b., une fois connus le noyau et I'image de f, il ne reste plus
dans le cas compatible qu'a déterminer une solution particuliere de I'équation
compléte pour en déduire sa solution générale. D'apres la question a., une telle
solution particuliére peut &tre trouvée dans n'importe quel supplémentaire H de
Ker f dans E.

Travaux dirigés Année 2019/2020 5 /16

Theme 1

Question 2.c

Si G et H sont deux supplémentaires de F dans E, le projecteur p de E sur G
parallelement a F est une application linéaire de noyau F, dont H est un
supplémentaire, et d'image G. D'aprés le théoréme noyau-image, p induit donc un
isomorphisme de H sur G.
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Question 1.a

Il s’agit du noyau de f.
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Question 2.a

La restriction de f a H est une application linéaire de H dans F, dont I'image est
incluse dans Im f. Elle induit donc une application linéaire f : H — Im f (définie
par f(x) = f(x) pour tout x € H). Il s’agit de montrer que f est un isomorphisme.

o OnaKerf= (Ker f) N H. En effet, un élément x € E appartient a Ker f si,
et seulement si, x € H et f(x) = 0, mais f(x) = f(x) pour x € H...
Comme Ker f et H sont supplémentaires par hypothese, on a donc
Ker f = {0} ce qui assure I'injectivité de f.

@ Pour y € Im f donné, il existe x € E tel que y = f(x). Décomposant cet
élément x selon la somme E = H + Ker f, il vient x = x" + x” pour
(x',x") € Hx Kerf. On aalors y = f(x) = f(x') = f(x). Ainsi la fonction
Fest surjective, ce qui achéve la démonstration.
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Question 3.a

Il s'agit de résoudre I'équation f(u) = v d'inconnue u € R ol

FiRN — RN, (un) — (Uns2 = 20p11 + Un)nen

et v = (n+ 3)nen. Elle est linéaire car f est linéaire.
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Question 3.b

Les solutions de I'équation homogene f(u) = 0 sont les suites (up)new Vérifiant la
relation de récurrence linéaire du second ordre a coefficients constants :

Vne N,

Il s’agit des suites de la forme

(An+ ) new = Mnnew + 1(1)nen,

Upy2 — 2Upy1 + Uy = 0.

A peR.
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Question 3.d

On a déja vu que f(mo) = f(m1) = 0. Pour 2 < j < k, le bindme de Newton donne
vneN, @+w7xmuy+m=z<gwﬂfmm+m
=0

ol le terme d'indice i = j de la somme est compensé par le terme isolé r/, et celui
d'indice i = j — 1 est nul. Il en ressort que f(;) € Fx_2 C Fj pour tout j € [0, k],
si bien que Fy est stable par f, et que f induit sur Fx un endomorphisme f; a
valeurs dans Fy_o.

Par ailleurs, d'apres c. et le théoréme du rang,
rg f = dim Fi — dimKer fy =dim Fy —dim Ff; = k — 1 =dim F_».

De l'inclusion avec égalité des dimensions, on peut alors conclure que f, admet
pour image Im fi, = Fx_».
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Question 4.a

Pour A = (Ao, . .., An) € K™ donné, un polyndme P € K[X] satisfait la propriété
Vie[0,n], P(aj)=X\ (%)

si, et seulement si, il est solution de I'équation linéaire ¢(P) = A, ol ¢ est
I'application linéaire définie par :

@ K[X] — K™ P (P(a0), P(a1), - -, P(an).
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Question 4.c

La condition L;(a;) = 0 pour tout i € [0,n] \ {j} traduit la divisibilité de L; par le
polynéme [T, ;(X — a;) de degré n, i.e. I'existence d'un polynéme nécessairement
constant, c'est-a-dire d'un scalaire o tel que L; = a; []; (X — ;). La condition

Lj(aj) = 1 s'écrit alors
1
= =——F—.
/ Hi#j(al‘ - a)
On en déduit I'expression de
X —aj
L=1]—.
Ly
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Question 3.c

Soient r € IN* et ag,...,a, € R tels que Z;:o axmx = 0, c'est-a-dire

.
VneN, Y an=o0.

k=0
Le polynéme E;=o axX*, qui admet alors une infinité de racines, est
nécessairement nul : a9 = --- = a, = 0, d'ou le résultat.
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Question 3.e

Puisque v = (n+ 3),ew € F1 = Im £, le théoréme noyau-image indique qu'on
peut trouver une (unique) solution particuliére de I'équation compléte dans le
sous-espace Vect(m, 73), supplémentaire de Ker 3 dans F3.

On cherche donc u = (uy)nen sous la forme u = ams + fmp = (om3 + ﬁnz)new
pour «, 3 € R. Le calcul donne
Vn €N,  Upo — 2pi1 + Uy = a((n+2)° = 2(n+1)* + n®)+
+B((n+2)> —2(n+ 1)+ n?)
= a(6n+6) + 28 = 6an+6a + 23
et il suffit donc de choisir «, 8 € R tels que :

6a =1 1
{6a+2[3=3 = (“’ﬁ)’(é’l)'
L'équation compléte admet donc pour solution générale :

P,
(€+n +An+u)new, A eR.
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Question 4.b

Le noyau de ¢ est constitué des polyndmes P dont les scalaires deux-a-deux
distincts ap, ..., a, sont racines, i.e. des multiples de N = HLO(X —aj):

Ker p = NK[X].

Le polyndme N étant de degré n+ 1, le sous-espace IK,[X] consitue un
supplémentaire de Ker ¢ dans K[X]. Le théoréme noyau-image s'applique :
I"application linéaire ¢ induit un isomorphisme de K,[X] sur Im¢.

Il ne reste qu’a montrer que ¢ est surjective pour justifier que I'équation est
compatible. Or I'image de ¢, dont on a vu qu’elle est isomorphe a K,[X], est un
sous-espace de dimension n+ 1 de K", d'ou le résultat.
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Question 4.d

En notant 1 I'isomorphisme de IK,[X] sur K"+ induit par I'application linéaire ¢
définie et (e, 1, ..., e,) la base canonique de K"+, on a pour tout j € [0, n],
L=11(e).

Par linéarité de 1)1, on en déduit que pour A = (Ao, A1, ..., Ay) € K" donng, le
polyndme P € K,[X] tel que

vie[o,n], P(a) =\ (*)

est donné par

n n n n X — i
P=vT N = (L) = L o) = S k= LN TS =
J= J=! J=

=0 e A

Pour (Ao, A1, ..., An) € K™*1, la théorie des équations linéaires et la question b.
assurent que les polyndémes P € K[X] satisfaisant la condition (%), sans restriction
sur leur degré, sont les polynémes

P=i)‘iLj+QfI(X*31), Q € K[X].
j=0 j=0
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