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o De méme, par indépendance de Xi,...,X,,
V(o) = 5 V0 =7
2 K=
Pour € > 0 donné, I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev donne :
_ _ X
P(|X, —E(X,)| >¢) < ¥
donc (on retrouve la LGN) :

o 2
]P(‘X"—m‘ 25) < :—62 m}&
Il en résulte par encadrement que
lim P(|X,—m| >¢) =0
n—o0

et X, est donc un estimateur convergent de m.
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Exercice 1

Question 3.a

Pour n € IN, V, est bien un estimateur car fonction du n-échantillon (Xi,..., X,).
Par ailleurs,

1. ) — 1/, _n —
Vo= o 2 (X = 2X K0+ X0) = (3 XE— 2K, 3 X + X, )
=1 N \k=1 k=1
e o) sl e %P
_n(k;xk nx")_nkglxk X,
Par suite,
10 2
E(Va) =2 2 E(X?) - E(X,)
k=1
1o —~ —~
=,z (VX)) +E(X)?) = (V(X0) + E(X,)?)
k=1
_l z 2 2\ 072 2\ __ 71 2
=, L@+ m) (n +m)_(1 ~)o?.
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s
Exercice 1
Question 3.b

D’apres la question précédente,

S X A
"Tao1As k n

>

est un estimateur sans biais de 2. En effet,

E(V,) = %E(Vn) = o2

Travaux dirigés
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Exercice 1

Question 1

C'est du cours!
@ Tout d'abord, X, est fonction de Xj, .
o Puis

E(X,) = %k; E(X) = m

donc X, est un estimateur sans biais de m.

.., X, donc c'est un estimateur.

Travaux dirigés Année 2019/2020 2/ 72
=
Exercice 1
Question 2
Il vient :
1 , 12 >
E(T,) =~ X B(Xc—m)*=—- 3 V(Xi) =0
k=1 k=1
et T, est donc un estimateur sans biais de o2.
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D'ou le biais de V,, :
o2
b(Vy) =E(V,) -2 =-— ——0
n nooc
et V, est donc un estimateur de o> asymptotiquement sans biais.
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Exercice 2
Question 1
Par linéarité de I'espérance,
— 1 126 0
E(X,) =—- E(Xy) = — - =
(Kn)= S E) = 35 5=3
et X, est donc un estimateur sans biais de %.
Par suite, T, = 2X, est un estimateur sans biais de 6 :
E(T,) = 0.
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Exercice 2

Question 2.a

Les X; ont pour fonction de répartition commune :

0 six<0
FixeRr— (5 si0<x<¥f
1 six=¥6

Puis, pour x € R,
Fi,(x) = P(Ma < x) = P(max(X1,.... X,) < x)
=P(Xy <x,..., X, <x) =P(Xy < x)---P(X, < x) = F(x)"

par indépendance de Xi, ..., X,.
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Exercice 2
Question 2.b

La variable M, étant presque slirement bornée, elle admet une espérance

oo P ., n
E(M"):/,m 1:1’,.,,"(1:)dt:%/0 t"dt = n+19,

Par suite, U, = %IM,, est un estimateur sans biais de 6 :

n+1
n

E(U,) = E(M,) = 6.
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On peut raisonner de méme pour U, :

n+1 n+1\2
r(Un) = V(= M,) = (1) (B(M2) — E(M,)%)
ol
2 e 2f Ft n o[’ ntl g n_g2
]E(M,,)_/_w t2fu, (t) t‘?/(, e =
si bien que
HUp) = —2— 6> — 0,

n(n+2) n-oo
d'ol I'on déduit que U, est un estimateur convergent de 6.
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Exercice 3

Question 1.a

La fonction f = f, 1, est continue sur R\ {a}, positive sur R avec :
Vx > .Xf(t)dt—l ( Xﬁa)*u
xza | ) U " vy

La fonction f étant nulle sur |—oo, a[, on en déduit la convergence de I'intégrale

/+oo f(t)dt =1.

—o0

Toutes les conditions sont donc réunies pour faire de f une densité de probabilité.

Travaux dirigés
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Ainsi M,, admet pour fonction de répartition

0 six <0
Fu, x€R— < (%) sio<x<0 ,
1 six >0

continue sur R (mé&me en 0 et ) et de classe ¢ sur R\ {0,0}. La variable M,
est donc a densité donnée par
%x“’l sio<x<46

— F .
fMﬂfFM",XE]li'—?{ 0 sinon
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Exercice 2
Question 3

L'estimateur T, de 6 étant non biaisé, son risque quadratique est donné par
_ 2 4 n 4602 2
T)=V2X,)=V(=Y X ) ==Y V(X )= —— = —

(7o) (2Xa) (n kZ::l k) n? kZ::l (%) nl2  3n

par indépendance de Xi, ..., X,. Il converge vers 0 lorsque n — oo, ce qui assure
que T, est un estimateur convergent de 6.
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Exercice 2

Question 4

Le meilleur estimateur est celui qui possede le risque quadratique le plus faible. Or
un équivalent de chacun d'eux montre clairement que r(U,) = o(r(T,)) lorsque
n — oo. L'estimateur U, est donc meilleur estimateur de 6 que T, pour n assez
grand.

Travaux dirigés
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Exercice 3
Question 1.b

X—a

La variable Y = 252 a pour densité

0 six<O0
x — bf, p(a+ bx) = {e‘x Six>0
Elle suit donc la loi exponentielle £(1).
A ce titre, elle admet espérance et variance données par E(Y) = V(Y) =1, d'ou
I'on déduit celles de X :

E(X) =TF(a+bY)=a+bE(Y)=a+b

t
) V(X)=V(a+bY)=bV(Y) =1

Travaux dirigés
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Exercice 3

Question 2.a

La variable X de loi £(a, b) admet pour fonction de répartition

F:xe]R»—>/ f(t)dr:{
Classiquement, I'indépendance de Xi,..., X, donne :
VxeR, P(T,>x)=P(Xi>x,...,X,>x)=P(X>x)",

d’oli I'on déduit la fonction de répartition de la variable T, :

0 six<a

1—exp(—*3?) six>a

0 six<a
x=a

1—exp(—n*3?) six>a

x»—»l—(l—F(x))":{

Comme la fonction de répartition caractérise la loi, la variable T, suit donc la loi
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Exercice 3
Question 3.2
I vient :
- _ _ by 1
Vne N, E(Up) = E(X) - E(T) = (a+b)— (a+ 2) = (1= )b.

Travaux dirigés
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Exercice 3

Question 3.c

Il résulte de a. que IE(U,) — b lorsque n — co. Ainsi U, est un estimateur
asymptotiquement sans biais de b.

Par ailleurs,
S, N /S, s,
V(U) = V(2= T,) = V(7) - 2cov(7, T,) +V(T,)
2 2
= i - gcov(S,,, T,) + % —0.
n n n n—oo

Dans ces conditions,
r(Un) = V(Uy,) + b(Un)? —— 0,

ce qui assure que U, est un estimateur convergent de b.

Travaux dirigés
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Exercice 5
Question 1.b

Les variables Y sont indépendantes, étant respectivement fonctions des Xj,
elles-mémes indépendantes. Deés lors, on a classiquement :

- 18 0(1—0)
V(Ya)= 5 EIV(YU ==
L'estimateur Y, étant sans biais, son risque quadratique r(Y,) = V(Y,)
Yn

converge donc vers 0 lorsque n — co. Dans ces conditions, est un estimateur
convergent de 6.
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Exercice 3
Question 2.b

La variable aléatoire T, est un estimateur de a comme fonction de Xi, ..., X,.
D’apres 1.b. et a.,

b

E(T,)=a+-——a

n n—oo

d'ol :
2P
r(To) = V(T,) + b(T,)* = 2§ — 0.

Il en ressort que T, est un estimateur asymptotiquement sans biais et convergent
de a.

Remarque. La convergence peut s'obtenir grace a |'inégalité de Markov appliquée
a la variable positive T, —a : pour € > 0,
E(T, - b
P(T,—al>e)=P(T,—a>¢) < BT,-a) b |
€ ne n—oo

ce qui permet de conclure par encadrement.

Travaux dirigés

Année 2019/2020 18 /72

Qs3b

Exercice 3
Question 3.b

D'apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz,
p b
cov(Sp, T)* < V(S,) V(T,) = nb? = = — —— 0
n

n n—oo

d’ou I'on déduit par encadrement que cov(S,, T,) converge vers 0 lorsque n — co.

Travaux dirigés
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Exercice 5

Question 1.a

Pour k € [1, n], la variable aléatoire Y) ne prend que les valeurs 0 et 1 donc suit
une loi de Bernoulli de paramétre

P(Ys=1)=P(X, =0)=e*=0.
Des lors,
1
ny=
et Y, est un estimateur sans biais de 6.

Travaux dirigés
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Exercice 5
Question 2

Pour j € IN, on a par indépendance de X et X, + - - - + X, (lemme des coalitions) :
. PXi=0,X+ -+ X =)
@) = Pis,=p(X1 = 0) = PG+ X0 —))
P(Xi =0,X + -+ X, =)
P(Xi+ -+ Xy =J)
PX; =0)P(Xo+---+ X, =)
PXq+ -+ X, =)

Comme Xi, ..., X, sont mutuellement indépendantes et suivent des lois de
Poisson de paramétre ), les variables S, = X; + --- + X,, et Xo + - - - + X, suivent
aussi des lois de Poisson, de paramétres respectifs n\ et (n — 1), ce qui permet
d’achever le calcul :

e re—(—DAUn=1)AY n_1\J
PU) = e =(5)
Tl

Travaux dirigés
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Exercice 5

Question 3.a

. Sn P N .

La variable T, = ¢(S,) (”—;1) est indépendante du paramétre inconnu \ et
ne dépend que du n-échantillon (X1, ..., X,). C'est donc un estimateur de 6.
Par ailleurs, le théoreme de transfert assure que :

o % n— )k
B(T) = 5 ckR(s, =) = 55 (" el :!)

(e N

—e — e—n)\e(n—l))\ — e—/\ — H
PN

biais de 6.

Remarque. On peut également écrire, en utilisant la formule des probabilités
totales au SCE associé a la variable X, :

Travaux dirigés
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puisque la série ci-dessus converge absolument et T, est donc un estimateur sans

E(T,) = gap(k)]P(S,, —K)= SD]P[SF,(](Xl — 0)B(S, = k) = P(X, = 0) = 6.

2/72

Exercice 5
Question 4

Les estimateurs Y, et T, étant sans biais, leurs risques quadratiques sont donnés
par leurs variances :
— — 0(1—0
(Vo) = v, = 0
et

(Tn)

Une rapide étude de variations montre que la fonction f : t — net/” —et —n+1
est négative sur R, d'olr I'on déduit que

V(T,) =62~ 1).

vy P -1 02
r(T,,)—r(Y,,)z;(n& —n—10 +1):7f(k)§0,

et T, est donc meilleur estimateur de 6 que Y.

Travaux dirigés
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Exercice 6
Question 2.a
Pour tout (x1,...,x,,a) € R" x R,
0 sidie[l,n],xi <1
L(Xl""*xma)—{ﬁ sivie[ln],x>1
Travaux dirigés Année 2019/2020 20/ 72

On détermine sans difficulté les variations de g :

a 0 a

—00

qui admet donc un maximum en
n

= -
> Inxge
k=1

Il en va de méme de la fonction h = exp og puisque la fonction exp est croissante.

3

Exercice 5
Question 3.b

Par le méme raisonnement,

e xS /n— n\)k
B(T) = £ wkP (s, = 0 = & (11) e

a2 L (=12 K ety —241)A
=e kgoﬁ(fk) =e Me m N =el 2N
Par suite,
V(T,) = B(T3) ~ E(T,)* = e 2 (e? —1).
L'estimateur T, étant non biaisé, on en déduit son risque quadratique :
2
f(To) =V(T,) =e (en —1) ——0,

d'ou il ressort que T, un estimateur convergent de 6.
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Exercice 6
Question 1
La fonction f, est continue sur R \ {1}, positive sur R, avec :
x
1
/ Ht)dt=1-— ——1
a X3 x—+oo
d’ol, sachant que f; est nulle sur ]—oo, 1], la convergence de I'intégrale
+00
/ f(t)dt = 1.
—c
La fonction f, est donc une densité de probabilité.
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Exercice 6
Question 2.b
Pour (x1,...,x,) € [1,+0c[" donné, on a :
an
Vae Ry, h(a)=L(x,...,xna)="—"——~—"+
b M) = L 308) = e
et N
g(a)=1Inh(a) =nlna—(a+1) Y Inx.
k=1
Travaux dirigés Année 2019/2020 30/ 72

Exercice 6

Question 3.a

La fonction de répartition de Xj est donnée par :

* 0 six<l1
X)_’]P(Xk<x)7/7wfz(t)dt7{1—% six>1
d'ou I'on déduit celle de Y :

0 siy <0
l—-e? siy>0

Comme celle-ci caractérise la loi de Yk, on en déduit que Y suit la loi
exponentielle £(a).

P(Yk <y) =P(Xk gey)={

Travaux dirigés
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Exercice 6
Question 3.b

Les variables aYi, ..., aY, sont indépendantes (par indépendance de X1, ..., X;,)
et suivent la loi £(1) = (1) d'aprés la question a.. Dans ces conditions, la
variable aS, = aYj + -+ + aY, suit la loi y(n) i.e. admet pour densité

i R 0 siy<0
s, Yy ER— %e‘y siy>0
a5n:

On en déduit par transformation affine la densité suivante pour S, = 2

0 six <0

a" n—1g—ax :
o e six=>0

fs, : x € R — afyg,(ax) = {
(n—1)

Travaux dirigés
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On montre de la méme facon que T, admet un moment d'ordre 2 égal a

o M3 o a2
BT = oo == -
et donc une variance
2
V(T,) = B(T) ~ E(T) = o+
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Exercice 7

Question 1

Le calcul a déja été fait dans |'exercice 1 :
, 12 2 [ 1/80 ., = &I —2
2= V(X = 2XXa + %) = (30 X = 2K, 30 Xe+ nXy)
N k=1 N \=1 k=1
1/ - 1 -
7(2 X2 - nxi) —-2 X -X

N \k=1 k=1

Travaux dirigés
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Exercice 7

Question 3.a

Les variables L
To==-2 X2, n>1
N k=1

sont des moyennes empiriques pour la suite (X,?)";l. Les variables X,f étant
indépendantes (car les X, le sont), de méme loi et admettant un moment d’ordre
2 (car X admet un moment d'ordre 4), la loi des grands nombres assure que (T,)
converge en probabilité vers E(X?) = 02 + 2.

Travaux dirigés
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Exercice 6
Question 4

Par définition,

__n _n

=— =_.
> In X S
k=1

Le changement de variable affine u = at donne :

—+00 ul —+00 +o00
/ Do (t)yde= "2 _ / et dr = 12 / u"%e " du.
e 77 (n—=1)! Jo (n=1)! Jo

On en déduit, par référence aux intégrales I' (n — 1 > 0), la convergence absolue
de I'intégrale ci-dessous et donc, d'aprés le théoreme de transfert, I'existence de

B = [ Shwat=

Tn

na n

(n—1)!

Mn—-1)= Pt

bid fr Année 2019/2020 34 /72
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Exercice 6
Question 5

De la question 4., on déduit que
a
b(Ta) = n—1 n-oo 0
ce qui montre que T, est un estimateur asymptotiquement sans biais de a.
De plus,
r(T,) = V(T,) + b(T,)? ——0
n—so0

d'ou I'on déduit que T, est un estimateur convergent de a.
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Exercice 7

Question 2

Déja vu dans I'exercice 1 : d'apres 1.,
2

B(S7) = 7 5 (X)) ~ B(X,)
= & (V%) + E(XW) = (V(Xy) + B(X,)?)
— l - 02 m2 _ 072 m2 — o 1 ”2
7nk§1( +m) (n+ ) (1 n) ’

On observe en particulier que E(S?) converge vers o2, si bien que S2 est un
estimateur asymptotiquement sans biais de o2.
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Exercice 7
Question 3.b

D'aprés la loi des grands nombres appliquée cette fois a la suite (X,) de variables
aléatoires indépendantes et de méme loi, admettant une espérance et une variance
communes, la suite (X,), converge en probabilité vers E(X) = j. Par continuité
de la fonction x — —x2, on en déduit que la suite (—Yﬁ),, converge en
probabilité vers — I5(X)? = —p2.

Par théoreme opératoire sur la convergence en probabilité établi en TD, on en

. w2 e
déduit que S2 = T, — X, converge en probabilité vers (o2 + p?) — p? = o2
lorsque n — oc.
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Exercice 7

Question 3.c

La convergence en probabilité de S, > 0 vers 0 > 0 lorsque n — oo établie en b.
implique, par continuité de x — /x sur R, celle de /52 = S, vers Vo2 = o.
Ainsi S, est un estimateur convergent de o.

Travaux dirigés
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L'énoncé donne n = 10 et X, = X,(w) = 72,40. Pour avoir un intervalle au niveau
de confiance 90%, on prend o = 0,1; on lit dans la table de la loi normale centrée
réduite le quantile correspondant z;_ > =~ 1,65. On est ainsi conduit a I'intervalle
de confiance [72,347;72,453].

Travaux dirigés

Année 2019/2020 43 /T2

Exercice 8

Question 3

Comme n est trop petit pour légitimer une approximation gaussienne, on n'a
d'autre recours que I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev. Pour € > 0,

02

]P(|7,,—m| <e)z1l- pel

Pour avoir un niveau de confiance 1 — a, on choisit donc ¢ tel que "i:; < a,
c'est-a-dire ¢ > % ) ]
On est alors conduit a I'intervalle de confiance
[Xo— = X0+ |
vV I'l()” " V no
pour m au niveau de confiance 1 — a.
Pour a = 0,1, on obtient [72,3;72,5].
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Exercice 10
Question 1.b

Pour tout n € IN*, (Xi,..., X,) est un n-échantillon de loi de Bernoulli de
paramétre g, admettant méme espérance et variance. La moyenne empirique

Si= 13X,
N k=1

est donc, par théoréme (& redémontrer), un estimateur sans biais et convergent de
E(X1) =gq.
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Exercice 8

Question 1

Par hypothese, les résultats des n pesées forment un n-échantillon (Xi,...,X,)
i.i.d. de loi N(m, 02), oll m est le paramétre inconnu et o = 0,1.

Dans ces conditions, la moyenne empirique

X+ X,

==

suit également une loi normale, d'espérance m et de variance o2/n. En notant
2142 le quantile de la loi normale centrée réduite a I'ordre 1 — 5, on a donc :

Xa

P([X, = m| < 21-0p=) = P(X;| < 21-0p2) 21— a

7
En d'autres termes,
, [ o
[Xn —Zi_q)2 \/7~Xn + Zl—a/ZW}

est un intervalle de confiance pour m au niveau de confiance 1 — a.

bild fr Travaux dirigés
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Exercice 8
Question 2

La longueur de l'intervalle de confiance obtenu précédemment est 2%21_(,/2. On
cherche donc n tel que

o o \2
202 <005 = 0> (21-055)

vn 0,05

ce qui donne, pour = 0,1, n > 44.
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Exercice 10

Question 1.a

Pour k € [1,n], la variable X, ne prend que les valeurs 0 et 1 donc suit une loi de
Bernoulli. On en calcule le parameétre g = P(Xx = 1) grace a la formule des
probabilités totales. En notant Yj la variable aléatoire donnant le résultat de
I'expérience de Bernoulli réalisée secretement par le k-ieme individu, et en utilisant
le systeme complet qui lui est associé, on obtient :
q=P(Xx =1) = P(Yk = 0) Py,—q(Xk = 1) + P(Yk = 1) Ppy,=j(Xk = 1)
=(1-a)l-p)+ap=QRa—1)p+1—a.

Remarque. Le calcul de Py, —yj(Xk = 1) n’est pas tout a fait immédiat : en
introduisant la variable

1 sila k-iéme personne interrogée est favorable au projet
2= 0 sinon

indépendante de Y, il vient :

Ppy—yy(Xe =1) = Py,—1(Ze =1) =P(Z =1) = p.
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Exercice 10

Question 1.c

La formule de la question a. permet d'exprimer p en fonction de ¢ :

_gq-1+a
P= a1
ce qui conduit a définir, a partir de I'estimateur S, de g obtenu en b., I'estimateur
S,—1+a
T, = —
" 2a—1

pour p.

Travaux dirigés
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Par linéarité de I'espérance,
_E(S)-1+a g-l+a
BT == = 2a-1 °

et T, est donc un estimateur sans biais de p.

Par ailleurs, T, = £(S,) ol1 f : x — %~L52 est continue sur R. Puisque S, est un
estimateur convergent de g, on en dedult que T, est un estimateur convergent de
f(q) = p.
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Exercice 10
Question 2.2

Méthode 1 : Bienaymé-Tchebychev
D’apres I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev appliquée a I'estimateur T, sans biais
de p, il vient pour e >0 :

V(T, 1-— 1
BTy~ pl > ) <P(Ty—pl ) < ) d1=30)

£2 (2a—1)2ne2

si bien qu'on aura

P(pe[Ta—e Tatel)21-8 e P(T,—pl>e)<p
des que
q(l—q) 1 )
A A e
Ra—1pnz SP e \2&—1\
et en particulier lorsque & > 55— 1‘\/7 puisque g(1 %
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Méthode 2 : théoréme limite central

D’aprés le théoreme limite central appliqué a la suite (X,) de variables
indépendantes et identiquement distribuées admettant une variance, la suite (S;)
converge en loi vers une variable Z de loi normale centrée réduite. Or, comme T,
est fonction affine de S,

N q(1-q)

ou J:W.

5=

En utilisant I'inégalité (1 — q) < 4, il vient o < si bien qu’en notant

S 2[2a-1] -1\
z1_p/2 le quantile d'ordre 1 — 5 de la loi normale centrée réduite,
Z1-5/2
B(17 1< g ) (T <2 ) =1
[Th—pl < pa—1vr | pl<z v Bn
en notant

Bo=1-P(IT;| < z1_52) —ol- P(|Z| < z1_pp2) = B.
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Méthode 3 : TLC & Slutsky
On reprend la méthode précédente mais, plutdt que de majorer

_Va(l-q)
|2 — 1|
on I'estime par
N Sn(1—Sn)
T T a1
Puisque S, converge en probabilité vers g (2 valeurs dans ]0, 1[) lorsque n — oo,
o [2a0— 1| P |20 — 1|
— =0 — 0 =
G TS5 = T Vallq

car la fonction x — a'z‘zilll

5 est continue sur ]0, 1.
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Exercice 10
Question 1.d

A n fixé, le risque quadratique

1 V(S,) = ql—q) _pl=p) al-0a)
(2a—1)2 " (2a—1)2n n (2a —1)2n
tend vers 400 lorsque av — % Au contraire, il est minimum lorsque o — 0 ou
« — 1, mais une valeur de « trop proche de 0 ou 1 fera perdre son intérét a la
procédure (puisque le résultat de I'expérience secréte sera presque toujours le
méme).
On a donc intérét a choisir o suffisamment éloigné de % pour avoir un risque
quadratique modéré, mais pas trop proche de 0 ou 1 pour préserver la
confidentialité du sondage.

r(Tn) = V(Ta) =
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On obtient ainsi I'intervalle de confiance

1 T4 1 }
22a—1]vnB" " " 2|2a—1|v/nB

pour p au niveau de confiance 1 — 3.

Ih= [Tn—
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On obtient ainsi I'intervalle de confiance asymptotique

Z1-5/2 Z1-5/2
Jn=|Tp— . T
[ 220 — 1y’ +2|2u—1\ﬁ}

pour p au niveau de confiance 1 — 3.
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Le lemme de Slutsky assure alors que

o Va

Zn=§‘7( —p)=[2a—1Vn

(1 - 5 )
converge en loi vers la loi normale centrée réduite lorsque n — oo.
Par conséquent,

Si(1—-5,)
< 3 = — < Pt — —
P(1Z,| < 21-5)2) ]P(\Tn pl <zi_p)p2 a1 ﬁ) ! B
d’ou il ressort que
V'S V51— Sp)
K= |Th— 215 Tn
n [n 2z 11/2‘ l\f + 21 ‘i/z\a—l\ﬁ}

est un intervalle de confiance asymptotique pour p au niveau de confiance 1 — 3.
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Y

L'énoncé donne a = %, n = 1000, s, = S,(w) = 0,425 d'ou t, = Tp(w) = 0,6125.
Pour avoir un intervalle de confiance au niveau de confiance 95%, on choisit

3= 0,05 et on lit dans la table de la loi normale z;_g5/> ~ 1,96.

On obtient alors les intervalles de confiance :

hooo = [0,506,0,719],  J1000 = [0,566; 0,659]
et
Kiooo ~ [0,566; 0,659].

Remarque. L'intervalle Kiggo est tres légérement plus précis que I'intervalle Jigoo,
lui-méme largement plus précis que I'intevalle hgoo.

Travaux dirigés

Année 2019/2020 57 /72

11 [CF5

Exercice 11

Question 1.a

Pour i € [1, n] donné, la variable D; donne le temps d'attente du premier succes
(obtenir un poisson marqué) lors d’une répétition d'expériences de Bernoulli (le
« tirage » d'un poisson a partir du i + 1-igme) indépendantes et de méme
parametre de succes p = . Elle suit donc la loi géométrique G(f7). Son
espérance et sa variance sont données par :
ED)=1-N
p m

N(N — m)
m

V(D) =
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Y -

Exercice 11

Question 1.c

.., Xn; c'est donc un estimateur de N,

La variable T, = 7 X,, est fonction de Xi,
sans biais puisque

d'apres b..
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Exercice 11

Question 3

Avec les données de I'énoncé, m = 200, n = 50 et X, = 450, on obtient
I'intervalle de confiance [1636,1964] pour N au niveau de confiance 90%.
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Exercice 10
Question 2.b

n=10"3; // nombre de simulations

N=100; // nombre d’IC
alpha=1/6;
p=rand(); // choix aléatoire de p

Z=grand(N,n, ’bin’,1,p); // avis des personnes interrogées
Y=grand(N,n, ’bin’,1,alpha) ; // résultats des expériences de Bernoulli
X=Y.*xZ+(1-Y) . % (1-2Z) ; // réponses obtenues
S=sum(X,’c’)/n;
T=(S-1+alpha)/(2*alpha-1);
r=1.96*sqrt (S.*(1-8))/abs (2*alpha-1)/sqrt(n) ;
plot2d(1:N,p*ones(1,N));
for k=1:N
if (abs(p-T(k))<=r(k)) then opt=’b-+’;
else opt=’r-+’; // choix de la couleur selon que 1’IC contient p
end
plot ([k,k], [T(k)-r(k),T(k)+r(k)],opt);
end

// rayon des IC

// représentation de 1°IC
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Y

Exercice 11
Question 1.b

On a bien sir X, =Dy +---+ D, d'ol :

B(X) = 5 B(D) = n'%
i=1 m
et, par indépendace des variables Dy, ..., D,,
V(X,) = ;"IV(D,-) = NW.
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Y

Exercice 11

Question 2

D’apres le théoreme limite central appliqué a la suite (D;);»1 de variables
aléatoires indépendantes et identiquement distribuées, admettant un moment
d’ordre 2, la variable centrée réduite associée a

10 X, T,
=Y Di= —

no_
niz1 n m

converge en loi vers la loi normale centrée réduite lorsque n — oo. En notant
21_o/2 le quantile de niveau 1 — 5 de la loi normale centrée réduite, on a donc :
P(T1 < 21-0/2) = P(ITo = N < 21-0/20(Ta)) ——— 1 -
Sachant que o(T,) < 100, on en déduit que
[Tn =100z 42, Tn + 10021,,1/2}

est un intervalle de confiance asymptotique pour N au niveau de confiance 1 — .
Pour a = 0,9, on trouve z;_, /> ~ 1,64.
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Qs
Exercice 11

Question 4.a

La variable Y;, compte le nombre de succes (pécher un poisson marqué) lors d'une
succession de n épreuves de Bernoulli indépendantes de méme paramétre de
succes p = 7. Elle suit donc la loi binomiale B(n, §). Elle admet donc espérance
E(Y,) = I si bien que U, = ﬁ\/,, est un estimateur sans biais de % :
1 1
E(U,) = —E(Y,) = —.
(Un) = —B(Yn) = 1
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Exercice 11
Question 4.b

L'événement [Y, = 0] a une probabilité non nulle : 32
aléatoire bien définie.
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v- n'est donc pas une variable
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e osb

Exercice 11
Question 5.b

On observe sur |'expression précédente que

O (S

ce qui montre que U, est un estimateur asymptotiquement sans biais de N.
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Par conséquent, si z;_, /> est le quantile de la loi normale centrée réduite a I'ordre
1-%,0na

IX
P(|Zy| <z 0/2 (|X —M Zi_a/2 T")ml—"

[Y" - Zl’ﬂ/z\/;vyn + Zl—a/z@]

est donc un intervalle de confiance asymptotique pour A au niveau de confiance
1-a.

Par suite,
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D'un autre cdté, le théoréme limite central appliqué a la suite (X,) de variables
aléatoires indépendantes et identiquement distribuées admettant un moment
d'ordre 2 assure que
o Xa—%

= £ = N(0,1).

X
n g n—oo
np?

Apres avoir vérifié sans peine que
fY \/1 — 1

on déduit du lemme de Slutzky que la suite (T,,) converge en loi vers la loi

N(O,1).

Exercice 11

Question 5.a

D’apres le théoréme de transfert, la variable finie V,, admet pour espérance :

E(v,) = 35 ™0 D gy, i

& k+1
- é%(:)(ﬁ)k@*%)”
)k+1 7N)n—k
)

bild fr
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Exercice 12

D’apres le théoreme limite central appliqué a la suite (X,) de variables

indépendantes et identiquement distribuées admettant une espérance A et une
variance A communes,

converge en loi vers la loi normale centrée réduite lorsque n — oco.

Par ailleurs, la loi des grands nombres donne la convergence en probabilité de la
suite (X,,) vers IE(X;) = )\, les variables étant a valeurs dans [0, +ocl. Par
continuité de la fonction x — /A/x en A, on en déduit que

A P A
— ——/- =1
X, oo A

Dans ces conditions, le lemme de Slutsky assure que

A X
Zy= 1| =T, =
X,V

converge en loi vers la loi normale centrée réduite.

Travaux dirigés. Année 2019/2020 68 /72

Exercice 13

D’apres la loi des grands nombres appliquée a la suite (X,)n>1 de variables
aléatoires indépendantes, admettant méme espérance E(X,) = = et méme
variance V(X,) = %, la suite de terme général

:—ZXk, n>1,

converge en probabilité vers E' Ces variables sont a valeurs dans ]0, oo ol la
fonction x — 1 est continue. Par conséquent, la suite (Y,) = (%) converge en
probabilité vers p et, par un argument similaire,

q P q
e
1-V, oo I=p
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Par conséquent, si z1_q /2 est le quantile de la loi normale centrée réduite a I'ordre
1-%5,0na

Yov/1-Y,
P(|Thl € z21-0)2) = ]P(‘Yn —pl < Zl—a/Z%) = l1-a
Par suite,
{Y o Y=Y, o Y, /1= Y,,}
= Z—ap2——=Ya —afp
vn vn

est donc un intervalle de confiance asymptotique pour p au niveau de confiance
1-a.
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