Fonctions de plusieurs variables : calcul différentiel
Feuille d’exercices

On considére la fonction f : (x,y) € R* — ysinx + cos y.
® 1. Calculer les dérivées partielles de f en tout point de R?.
2. Calculer la dérivée directionnelle dyf(M) de f en M = (x,y) € R? selon le vecteur
V = (h,k) € R*\ {0}.
3. Vérifier que ayf (M) = (Vf(M), V).

Déterminer les vecteurs V € R? unitaires tels que la fonction (x, y) — /xy admet une
& dérivée dans la direction V a l'origine.

Soitf : R* — R une fonction de classe € telle que f(0,1) = 0, 3,(0,1) = 1 et
S 9,f(0,1) = 2.
1. Ecrire le développement limité de f a 'ordre 1 au voisinage de (0,1).
2. En déduire le développement limité a I'ordre 1 au voisinage de 0 des fonctions
t —t
t—s f(—2t,e") et tHf(t, %)

ainsi que la limite
—2t, e!

t—0 f(t, #) ’

Etudier la continuité, I'existence de dérivées partielles, leur continuité ainsi que la classe
& ¢! de la fonction
siy#0

0 siy=20

. ) yzsinf
f:(x,y) e R*+— y

Montrer que la fonction X — W est de classe ¢! sur I'ouvert R"\ {0}. En déterminer

% le développement limité a 'ordre 1 au voisinage d’un point A.

@ Déterminer le plan tangent a l’origine des fonctions suivantes, éventuellement prolongées
& par continuité :

1
1.(x,y)’—>1+x7\/1+x7y; 3.(x7y)}—)H—T(x—|—y);
1 sin(x + y) — sinx — siny
2. (x,y) — ; 4. — .
V2+x+In(l+y) (x:7) xy

Soit f : R*> — R, (u,v) — f(u, v) une fonction de classe ¢’!. Exprimer les dérivées
& partielles de la fonction g : (x, y, z) € R? — f(xz, yz) en fonction de celles de f.
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Soit f : U/ — R une fonction de classe ¢! sur un ouvert I/ convexe de R".
1. Montrer que si Vf(X) = 0 pour tout X € U, alors f est constante.

2. Montrer que si X — Vf(X) est constante sur U/, alors f est une fonction affine i.e. il
existe b € R tel que f — b soit la restriction d’une forme linéaire. Que vaut b lorsque
oeu?

E Déterminer les fonctions f : Y — R de classe €' sur un ouvert I/ de R? a déterminer,
vérifiant pour tout (x,y) € U :

1 24+ x
af(x,y) =2x + J af(x,y) = )
1 S 2. 2 .
+
%)) =2y = 5 0f (x,y) =

1. Soient f : R" — R une fonction de classe ™' et a une constante réelle.
L On dit que f est positivement homogéne de degré « si :

V(x1,..., %) € R", fltxy, oo txn) =t f (o1, ..o, Xn).
a. Montrer que si f est positivement homogéne de degré a, alors ses dérivées partielles

sont positivement homogénes de degré o — 1.
b. Montrer que si f est positivement homogene de degré «, on a:

n d
ij—f(xl, cooyXn) = af (g, .
j=1 09X

vVt > 0,

V(x1,..., %) € R", ) Xn)-

c. On suppose réciproquement que f vérifie la relation de la question précédente.

Montrer que pour tout (xi,...,x,) € R", Iapplication ¢ : t — f(txq,. .., x,)
est solution de I’équation différentielle
Ve 0, ¢(1) = Toln).
En déduire que f est positivement homogeéne de degré .
Indication. On pourra dériver la fonction ¢t — t~“¢(t).
2. On veut déterminer toutes les fonctions f : R* — R de classe ¢ telles que :
d 7]
V(x,y) € R, x%(n y)+ yaj;(m y) =Vt (o)

a. Déterminer une solution positivement homogéne f; de (x).
b. Montrer que f est solution de (x) si, et seulement si, g = f — f; vérifie :
98 98

2 —_ —_ =
V(x,y) € R?, xax(x,y) +yay(x,y) 0x

En déduire que g soit étre constante.
c. Conclure.

Soit f : Y — IR une fonction de classe 4! sur un ouvertdsconvexe de R". On suppose
* qu'il existe un réel M tel que ||Vf(A)|| < M pour tout A € U.

& : application & : difficile % : classique
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Montrer que :
VA,BeU, |f(B)—f(A)l<M[B—A[.
Soit ¢ : R — R une fonction de classe €. On définit la fonction f : (x,y) € R? —
S y—ox).
1. Justifier que f est de classe ¢! sur R%
2. Décrire les lignes de niveau de f.

3. Soient A = (xo, yo) un point de R* et A = f(A).
a. Déterminer un vecteur tangent en A a la ligne £, de niveau A de f.
b. Vérifier que ce vecteur est orthogonal au gradient Vf(A).

Soit f : i/ — R une fonction de classe € sur un ouvert I de R".
* Ondit que f présenteen A € U :
> un maximum global si :

vXed, f(X)<f(A)
> un maximum local s’il existe r > 0 tel que :

VX elUNB(A ), f(X)<f(A).
On définit de méme les notions de minimum global et local.
1. Montrer que si f admet en A € U/ un extremum local, alors A est un point critique de

frie. Vf(A) =o0.

2. La réciproque est-elle vraie ?

Cet exercice utilise les notions introduites et le résultat démontré dans Uexercice
& On considére la fonction f : (x,y) € R* — 3x* — 4x?y + y~.
1. Déterminer I'unique point critique de f.
2. a. Pour a € R, on considére la droite A, d’équation y = ax. Montrer que, lorsque
(x, y) parcourt la droite A,, f(x, y) atteint un minimum en (0, 0).
b. Soit P la parabole d’équation y = 2x%. Montrer que, lorsque (x, y) parcourt la
parabole P, f(x, y) atteint un maximum en (0, 0).
c. Que peut-on déduire des questions précédentes ?
3. a. Vérifier que pour tout (x,y) € R? f(x,y) = (y — 3x%)(y — x%).
b. En quoi la factorisation précédente éclaire-t-elle les cas étudiés en 2.a. et 2.b. ?

Cet exercice utilise les notions introduites et le résultat démontré dans 'exercice
On considére la fonction

fi(x,..., %) €10, +00[" — (Xn: xk><zn: i)

k=1 k=1 Xk

1. Déterminer les points critiques de f.

2. Montrer que f atteint son minimum global (a préciser) en chacun de ses points cri-
tiques.

On considére un intervalle I de R de la forme I = |—a, a[, ot a > 0 est un réel donné. On
* considére une fonction f : I* — I de classe %'. On suppose qu’il existe un réel x € [0,1]
tel que :

V(x,y) €T, [aif(x,y)| + |auf (x, y)| < x.

1. Soient (x, y) et (x’, y") deux couples de I*. En utilisant une fonction partielle, montrer
que :
f(x,y) = f(x,¥)] < semax(|xc = [ [y = ¥']).-

2. Pour (a,B) € I? donné, on considére la suite (u,),cn définie par ses deux premiers

termes uy = « et u; = B ainsi que la relation de récurrence u, 1o = f(tpt1, Un)s
valable pour tout n € IN. On pose également :
VneN, a,=max(|uyr2 — Uni1|, |tnr1 — Un])-

a. Montrer que pour tout n € N, Apt2 < Kap.
b. Montrer que la série ) a, est convergente.
c. En déduire que la suite (u,) est convergente.

3. Montrer que la limite de la suite (u,) est indépendante du choix du couple («, ).

On considére la fonction
f:(x,y) € R*—

PET) S £ 00

0 si (x,y) = (0,0)

1. La fonction f est-elle de classe € sur R??
2. Calculer 97 ,1(0,0) et 95 ,£(0,0). Que peut-on en déduire ?

Pour toute fonction f : R — R de classe 42, on pose :
% n
Af = Zl f.
iz

Montrer que si f, g : R” — R sont deux fonctions de classe ¢, on a :
A(fg) = f(Ag) + 2 (Vf,Vg) + (Af)g.

Calculer le développement limité au second ordre des fonctions suivantes®au véisinage du
& point A indiqué :
L (x,y)— xy+e’, A=(0,0); (

3. (x,y,2) — xyz+£yF yz+2zx,(1,0,1);
A=(1,0); 4. (

X,
2. (x,y) — e* “'cosy, x,y,z)»—>$+%+f, A=(1,1,1).
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1. Soient f et g deux fonctions de classe €% sur R. On définit sur U = {(x,y) € R? :
*& 3> 0} la fonction F par :

Y(x,y) €U, F(x,y) :f<x+§> +g(x—§).

a. Justifier que U est une partie ouverte de R?.
b. Montrer que F est de classe ¢ sur U et vérifie :

9°F 4, O°F oF

—(xy) — Tyz(x’ y) — 2;v3(7y(x, y) =0. (*)

V(x,y) €U, e

2. Réciproquement, soit F une fonction de classe 4% sur U vérifiant la relation (x). On
définit sur V = {(s,t) € R? : s > t} la fonction G par :
s+t 2
2 Ts— t)'

Vis,t) €V, G(s,t)= F(

a. Justifier que V est une partie ouverte de R?.
b. On admet que la fonction G est de classe ¢’ sur V. Montrer que :

G

—(s,t) = 0.

dsat

c. En déduire I'existence de deux fonctions f et g de classe € sur R telles que :

V(x,y) €U, F(x,y) :f<x+$> +g(x—§>.

Y(s,t) €V,

Soit f : U — R une fonction de classe ¢ sur un ouvert I/ de R". Soient A € U et r > 0
* tel que B(A,r) CU.
1. Soit H € B(0, r).
a. Justifier que la fonction partielle u : ¢ € [0, 1] — f(A + tH) est bien définie.
b. Justifier que u est de classe ¢ et exprimer ' (t) et u”(t) pour ¢ € [0, 1] en fonction
des dérivées partielles premiéres et secondes de f.
c. En déduire que :

f(A + H) = f(A) +J:il a}f(A) hj + Z hihj /01(1 — t)(?lzjf(A + tH) dt.

1<iy<n

2. On souhaite établir le développement limité de f a I'ordre 2 en A :

SA+E) = F(A)+ X af (A + 5 3 F (Wb + o JHI). H 0.

NN

a. En utilisant 1.c., montrer que :

FA+H) = f(8) = S of (A =5 & Ak =

NN

= S hh

I<hjsn

1(1 — 1) (0% f (A+ tH) — 9} ,f(A)) de.

b. Etant donné e > 0, justifier I'existence d’un réel p € 0, r[ tel que :

2¢

VX e B(A7p)7 VIJ € [[17 n]]a |azz,]f(X) - azz,Jf(A)’ g ;

c. Conclure.

Soient f : U — R une fonction de classe 4’ sur un ouvert i de R" et A un point de I.
Soienta € R, U € R" et S € M,(RR) symétrique tels que :

1
f(A+H) = a+ (U,H) + - 'HSH + o[H|*), H—o0.

Justifier que &« = f(A), U = Vf(A) et S = V2f(A).

Programmation :
> Classe:5,4,8,9,(11), 12, 13, 14, 15, 20
= TD:1,3,7,(6),18, 19
> TD*:10, 21, 22



