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Exercice 3
Question 2
On a d'abord
f(—2t,e') = f(—2t, 1+t + o(t))
= 2t + 2t + o(\/58 + o(£)?) = o(t)’ too
ainsi que
f(t,#) =f(t,1+o0(t)) =t+o(t), t—0.
Par suite,
f(=2t,e’)  o(t) o(1) Y

,r(t7 eur;_—t) - t+o(t) = 1+0(1) t—0
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Pour commencer, la fonction f est de classe € (donc admet des dérivées partielles
continues) sur I'ouvert R x R* par opérations sur les fonctions de classe % avec :

Y(x,y) e RxR*, 0:f(x,y)=ycos ; Dhf(x,y) = 2ysin§ - xcos%.

On considere a présent un point de la forme (x,0), xo € R.

Existence de 0;f(xo,0)

La fonction partielle x — f(x,0) = 0 est dérivable en xo ce qui justifie I'existence
de 91f(x0,0) = 0.

La fonction f admet donc une dérivée partielle 0 f sur R? :

. 2 ycos siy#0
Of:(x,y) €R >—>{ 0 siy=0
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Existence de 0,f(xo,0)
La fonction partielle

2sin% 5 0
ny(Xo,y)={y 0 vz

siy=0
est dérivable en 0 : en effet,
f(xo0,y) — s
(x0,¥) = f(x0,0) ~ysin0 0
y y y—0

d'ol I'existence de 9>f(xo,0) = 0.
La fonction f admet donc une dérivée partielle of sur R? :

2ysin%X —xcos X si 0
azf:(x,y)ele»—>{y Yo y siv7

siy=0
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_ ercice 3 JBY
Exercice 3
Question 1

La fonction f étant de classe ¢, elle admet au voisinage de A le développement
limité
f(h, 14 k) = £(0,1) + 01£(0,1)h + 92£(0, 1)k + o([|(h, k)|)
=h+2k+o([[(hK)I)
lorsque (h, k) — (0,0).
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Exercice 4

Tout d'abord, la fonction f est continue en tout point de I'ouvert R x R* d'apres
les théoremes opératoires. En effet, pour tout (xo, yo) € R x R*, il existe un
voisinage V de (xo, o) inclus dans R x R*, sur lequel on dispose donc d'une
unique expression pour f :

Y(x,y) €V, f(x,y)=y?sin ;

Etant donné un point (xp,0) du complémentaire, on observe que (méme si y = 01)

Y(x,y) €R?,[f(x,y)| <y ———0,
()= (0.0)

d'ol I'on déduit par encadrement que

f(x,y) 0 = f(x,0),

e
(:)=(x0,0)
ce qui signifie que f est continue en (xp,0).

La fonction f est donc continue sur R?.
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Continuité de 9,1 en (xp,0)
Ona:

V(xy) € R%, [0uf(x.y)| <yl
(x:y)=(x0,0)
Par suite,
O f(x,y) ———— 0= 0:1f(x0,0).
(x:y)=(x0,0)

La dérivée partielle 0 f est donc continue sur R?.

Travaux dirigés

Année 2019/2020 6 /1

Continuité de d>f en (xo,0)
Si xo # 0, 2y sin § converge vers 0 alors que xcos§ diverge lorsque
(x,y) = (x0,0). La dérivée partielle d>f n’est donc pas continue en (xo,0).

Si xo = 0, alors

V(x.y) € R, [0af (x,¥)| < 2ly| + x| ———0,
(x,y)—(0,0)
d'ol I'on déduit que
of (x,y) 0= 0.f(0,0)

IR
(x.y)—(0,0)
et 9,f est donc continue en (0,0).

Classe ¢

La fonction f n'est donc pas de classe €' sur R?.
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Exercice 5

Ona: 1
,xn) ER"N\ {0}, f(X)=—5—"—"—.
DER (0L 00 =
La fonction f est donc de classe ¢ sur R" \ {0} par opérations sur les fonctions
de classe ¢*.
Ses dérivées partielles sont données par :

VX = (x1,..-

2x;
9if(X) = ——L,.
’ X1
Le gradient de f vaut donc V£(X) = 7WX pour tout X € R”\ {0} et le
développement limité de f en A € R"\ {0} s'écrit :
F(X) = F(A) + (VF(A), X = A) +o(|IX - All)
-2
IAIZ - fiAp*

vje[1.n].

vX € R"\ {0},

X = A

(A, X = A) +o(|X - AlY
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Exercice 6
Question 2
La fonction 1
fi(xy)r— —m—— —m—o—
V2+x+In(l+y)
est de classe 6 sur l'ouvert ]—1,1[ x |- 1, 1[ par opérations sur les fonctions ¢
avec, pour tout (x,y) € |-1,1[ x ]-3.3[:
1
hf(x,y)=—————
202+ x+In(1+y))*?
et
1
of(x,y) =

22+ x+M(1+y)*(1+y)
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Exercice 7

Par application de la formule de dérivation d'une composée, on obtient pour tout
(x,y,2) €R3:

o8,y obe)or o0z of . of
8 (x,y,2) = T Sz, y2) + D vz, y2) = 25 (2 v2),
og __of
yy(x«,%z)fzfav(xz«,yz)
et enfin

g _oF of
E (x002) = x5 02,02) + y g (62, 2)
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Exercice 8

Question 2

De méme, si V£(X) = Wy pour tout X € U, alors pour A € U donné il vient
d'apres la formule précédente :

VX eU, f(X)="F(A)+ /1 (Wo, X — Ay dt
0

=f(A)+ (Wo.X — A) = b+ (W, X)
ol b= f(A) — (W, A) et f est donc affine.
Si 0 €U, on peut prendre A =0 et I'on a alors b = £(0).
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Remarque. On a vu en exemple dans le cours que la fonction
g: X eR" — ||X|?
est de classe ¢ sur R" avec Vg(X) = 2X pour tout X € R".
On a f =1/g et d'aprés les résultats obtenus, la formule
1
—— Vg(X
FEe

est satisfaite, en accord avec les théorémes opératoires du cours.

vX € R\ {0}, VF(X)=-—
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Elle admet donc un développement limité du premier ordre a I'origine :
f(x,y) = £(0,0) + d1£(0,0)x + 92£(0.0)y + o([|(x, ¥)Il)
— 255 1y + ol
Le graphe de f admet donc au point (0,0, %) le plan tangent d'équation
1 1 1
“V e w”

+ (xy) = (0,0).
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Exercice 8

Question 1

Pour AZBel et V= AB=B-A donnés, la fonction partielle
u:t— f(A+tV) est de classe € sur [0,1] (car le segment [A, B] est inclus
dans le convexe U) avec :

vte[0,1], J(t)= (VF(A+tV), V).
Par application du théoreme fondamental du calcul différentiel et intégral a u sur
[0,1], on en déduit que :
1
f(B) = u(1) = u(0) + / u'(t)de
Jo
1
= f(A)+ / (VE(A+t(B—A)),B—A) dt.
Jo

Par suite, si V£(X) = 0 pour tout X € U, alors f(B) = f(A) pour tout B € U si
bien que f est constante sur .
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T

Exercice 9
Question 1

Les relations ont un sens sur 'ouvert i/ = R x R*. On procéde par
analyse-synthese pour déterminer les fonctions f : U/ — R de classe €
satisfaisant les relations

Vxy) €U, Oif(x,y) = 2x + ; auf(xy) =2y = 5. (1)

Travaux dirigés
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Y

Analyse
Soit f solution du probleme.
@ Pour y € R* donné, la fonction partielle x € R — f(x, y) ayant pour
dérivée
x € R+ 2x+ %

que I'on primitive aisément, il existe une constante (par rapport a x, mais
dépendant de y) K(y) telle que :

VxER, flx,y)=x>+ ; T K(y). ©)

@ La fonction K est nécessairement de classe ¢! par opérations sur les fonctions
%" - en effet, en évaluant la formule précédente en x = 0, on obtient

Vy e R*, K(y)=f(0,y).
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Synthese

Réciproquement, on vérifie immédiatement que les fonctions précédentes sont de
classe % sur chacun des ouverts R x R} et R x R* (ol les théoremes
opératoires s'appliquent car la fonction n'est définie que par une seule formule)
recouvrant U donc sur U, avec les dérivées partielles prescrites.
Conclusion
Les solutions sont les fonctions de la forme
2 x 2 ;
X+ X4+y?+ K siy<0
folay)eUUr—9 2, % 12 : ,
X5ty + Ky siy>0

ol Kj et K; sont deux constantes réelles.
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Exercice 10
Question 1.b

Soit f homogene de degré a. Pour (xi,...,x,) € R" donné, on a donc :
Vt>0, f(tx,..., txa) = t"f(xq,..

En dérivant par rapport a t, on obtient :

-\ Xp)-

nof
VE >0, S xo—(txa,..., txn) = at® F(xi,. .., xn)
= 0%

d'ol, pour t =1:

o of
ng&’afxi(xlw--qxn) =af(x,. .., X)-

Travaux dirigés

Année 2019/2020 21 /1

La fonction t — t~“(t) est dérivable, de dérivée
t— —at T lp(t) + /(1) = 0.
Elle est donc constante sur R’} ; en d'autres termes, il existe une constante réelle
A telle que
Vte RL,  o(t) = At
En évaluant la formule en t =1, on obtient A = ¢(1) = f(x1,...,x,) d’oli :
At oo ) = (8) = A7 = 7 (x1,.. ., x,)

et f est homogene de degré a.
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Y

o Par suite, en dérivant (2) par rapport a y, il vient :
V(x,y) e R x R*, af(x,y)= —}% +K'(y)-
Par comparaison a (1), on en déduit que :
vyeR, K(y)=2y

d'ol I'existence de deux constantes Kj et K telles que :

N 2 + K
wew, Ko)={ T}

siy<0
siy>0

Ainsi les fonctions solutions sont nécessairement de la forme

X+X4y?+ K siy<0
. y
f'(x’y)gu'_’{x2+§+y2+Kz siy>0

ol Kj et K, sont deux constantes réelles.

Remarque. || aurait été plus délicat de commencer par primitiver par rapport a y.
Pourquoi ?
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Exercice 10

Question 1.a

Soient f homogene de degré a et i € [1,n]. Pour t > 0 donné, on a par
hypothese :

V(X1 .oxn) ERY Fbxa, ..., tx) = t%F (X1, ..oy Xn)-
En dérivant par rapport a x; on en déduit (par application des régles de dérivation
d’une composée), pour tout (xi,...,Xp) :
of of
t—(txq, ..., txn) = tY—(x1,..., X
B)(j( 15 n) 3)9( 1 )
c'est-a-dire of of
—(txg,. .., txp) = 07T X1y ey X
(’)xj( 1 n) Xj( 1 n)
et la fonction % est donc homogene de degré a — 1.
]
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Exercice 10

Question 1.c

Soit (x1,...,x,) € R". D'aprés un calcul de la question b., la fonction
@it f(txi,..., tx,) est de classe ¢ sur R avec:

, 0 Of
VE>0, (1) = xiz—(tx1,...,txn).
=0
Si f satisfait la relation d'Euler (la relation de la question b.), on a donc :

() = (30 0 20 _e s
VE>0, (t) = t(];%a)g(txl,...,txn)) = S5 ) = (o).

Année 2010/2020 22 /1

Exercice 10

Question 2.a

Analyse
Si fo homogene de degré a est solution de (x), alors
of oty
(y)— Xafs(x,y) + ya*;(xyy) =Xty

est homogene de degré ov — 1+ 1 d’aprés la question 1.a.. Or

Yt >0, Y(x,y) €R% (tx)*+ (ty)* = t2/x* + y*

donc nécessairement o = 2.
D'apres la question b., on a alors nécessairement

f:(x,y) € R? — %\/x"-f—y".
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Synthése
On vérifie que la fonction

fy:(x,y) € R? — %\/x“ +y4
est bien solution du probleme.
Tout d'abord elle est de classe €% sur R?\ {(0,0)} avec :
oy < ofy y

Y(x,y) € R*\ {(0,0)}, E(X-)’) = N w(xw}’) = Nz

Par ailleurs, la fonction partielle x — f(x,0) = x? est dérivable a I'origine, d'ou
I'existence de 92(0,0) = 0 et, de méme, celle de %J’/"(O,O) =0.

Travaux dirigés
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Exercice 10
Question 2.b

L'application L qui, 3 une fonction h: R? — R de classe ¢, associe la fonction

0.

est linéaire par linéarité de la dérivation. Dgs lors, fy étant solution de (%), une
fonction f est solution de () si, et seulement si,

U =LE) < LF-f)=0

c'est-a-dire, en notant g = f — f :

Oh oh
. 2
L(R) - (x,y) € B x5, y) 4y ()

9,
V(x,y) € R?, Xafi(x,y) +y-(xy) =

Travaux dirigés

Année 2019/2020 27 /1

Exercice 10

Question 2.c

D’aprés les questions a. et b., les fonctions satisfaisant la condition (%) sont les
fonctions

f=fo+k:(x4,y)»—>%\/x“+y4+k, keR.
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Par suite,

|F(B) — f(A)| </1\(Vf(A+t(B—A)),B—A>\ dt
0
1

</0 |VF(A+t(B—A)| B - A| dt

1
< [ mig-aja=mie- 4
0

d'aprés I'inégalité de Cauchy-Schwarz.
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Enfin, pour x # 0,

L’inégalité étant évidente pour x = 0, on a donc
ofy

v(x, 2 - <
(02) € RIV{©,0)), [FR0n)| <M 0
d'ou I'on déduit par encadrement que

ofy _ofy

ax(x’” (x.y)—(0,0) 0= OX(O’O)

et % est continue a I'origine. On montrerait de méme que %’ est également
continue a |'origine.

La fonction f, est donc continue sur R? et I'on vérifie alors que pour tout
(x,y) € R? (nul ou non),

oty ofy _ S
XE(X-,Y)H@(XJ)*\/X +yh
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Cette condition signifie, d'aprés les questions 1.b. et 1.c., que g est homogene de
degré 0 c'est-a-dire constante. En effet, si g est homogeéne de degré 0 alors, pour
(x,y) € R? donné, on a

vi>0, g(tx,ty) = t%(x,y) = g(x.y)

d’ol, en passant a la limite lorsque t — 0, g(0,0) = g(x, y). La réciproque est
évidente.
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Exercice 11

Pour A#Bel et V= AB=B-A donnés, la fonction partielle
u:t— f(A+tV) est de classe € sur [0,1] (car le segment [A, B] est inclus
dans le convexe U) avec :
vte[0,1], u'(t)= (VF(A+tV), V).
Par application du théoreme fondamental du calcul différentiel et intégral a u sur
[0,1], on en déduit que :
1
f(B) = u(1) = u(0) +/ u'(t)de
0

= f(A)+/01 (VF(A+t(B - A)),B - A) dt.
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Exercice 12
Question 1

La fonction f est de classe €™ par opérations sur les fonctions €.
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Exercice 12
Question 2

La ligne Lo de niveau 0 de f est le graphe de la fonction . La ligne niveau A de f
est le graphe de la fonction ¢ + A, elle se déduit de Lo par translation de vecteur
AJ-
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Exercice 12
Question 3.b

Le gradient de f en A est donné par
VI(A) = (011(A), 5f(A)) = (—¢'(x0).1),

qui est orthogonal 2 (1,¢'(xo)). Le gradient est donc orthogonal aux lignes de
niveau.
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Pour établir le résultat concernant la fonction partielle u, on écrit que :
r u(t) — u(0)
Vte [—— 0[, ——2>0
Ivir t
puisque v admet un maximum en 0 d'oli, en passant a la limite lorsque t — 0,
t<0,u(0)>0.
En écrivant pour les mémes raisons
r u(t) — u(0)
vVt e }0 —] ————2<0
v t h

puis en passant a la limite lorsque t — 0, t > 0, on obtient ¢/(0) < 0, d'ou
finalement u/(0) = 0.

Travaux dirigés

Année 2019/2020 37 /1

a
Exercice 14

Question 1

La fonction f est de classe ™ sur R? avec :
V(x.y) € R, Oif(x,y) = 4x(3x2 —2y), af(x,y) =2(~2x* +y).
Le point (x, y) € R? est donc point critique de f si, et seulement si,

x(3x2—2y)=0 o 3x2 -2y =0
{*2X2+y=0 = x=y=0ouqTye g
— x=y=0.

La fonction f admet donc (0,0) comme seul point critique.
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Exercice 12

Question 3.a

La tangente en A a Ly a pour équation y = yp + ¢'(Xo)(x — Xo). Elle est donc
dirigée par le vecteur (l,w’(xo)).
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Exercice 13
Question 1

On suppose que f admet en A un extremum local, par exemple un maximum

(sinon, —f en admet un). Puisque U est ouvert, il existe donc r > 0 tel que :
VX € B(A,r), f(X)<f(A).

Etant donné un vecteur V € R\ {0}, la fonction partielle u : t — f(A + tV)

admet alors un maximum local en 0 : pour |t[ < i, on a [[tV|| < r d'ol

A+tV e B(Ar) et u(t) = f(A+tV) < f(A) = u(0).

Le résultat étant acquis pour les fonctions d'une variable, cela entraine

Ay f(A) = u'(0) = 0. Ainsi toutes les dérivées directionnelles donc en particulier

partielles de f s'annulent en A, ce qui signifie que Vf(A) = 0.
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Exercice 13

Question 2

La réciproque est déja fausse pour les fonctions d'une variable : la fonction
x — x> n’admet pas d'extremum local en 0 alors que sa dérivée s'y annule.
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Exercice 14

Question 2.a

Les points de la droite A, sont les points de la forme (x,y) = (t,at), t € R, pour
lesquels

f(x,y) = f(t,at) = t3(3t> — 4at + a°) = o(t).
L’étude de la fonction ¢ montre qu'elle admet un minimum local en t = 0, égal a
0. Cela peut aussi étre établi grace a un équivalent : pour a # 0,

o(t) ~ a2 >0,

si bien que ¢(t) = 0 = ¢(0) au voisinage de 0. Pour a = 0, le résultat est
immédiat.

t—0,

Travaux dirigés
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Exercice 14
Question 2.b

Les points de la parabole P sont les points de la forme (x, y) = (t,2t), pour
lesquels f(x,y) = —t* < 0= £(0,0). La fonction f présente donc un maximum en
(0,0) le long de la parabole P.
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Exercice 14

Question 3.a

On développe...
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Exercice 15

Question 1

La fonction f est de classe %™ sur I'ouvert ]0, +oo[" par opérations sur les
fonctions de classe €. Ses dérivées partielles sont données par :

o1

vie[ln], VX=(x,...,x)) €]0,+00[", 9f(X)=
k=1 Xk

2% =
e
X

Si X est point critique, alors tous les x; sont donc égaux a

Réciproquement, si tous les x; sont égaux a un réel t > 0, on vérifie que X annule
toutes les dérivées partielles de f.
Les points critiques de f sont donc les points de la forme X = (t,...,t), t > 0.
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Exercice 17

Question 1

La fonction f est de classe €™ sur I'ouvert R? \ {(0,0)} par opérations sur les
fonctions €, avec :
y(x* =yt 1 4x%y?)
(@ +y2)2
Par ailleurs, la fonction partielle u : x — f(x,0) = 0 est dérivable en 0 d'ol
I'existence de 0;f(0,0) = v’(0) = 0.
Ainsi f admet sur R? la dérivée partielle
y(x* — yt 1 4x%y?) (0.0)
@+ y7P :
0 i 0,0

V(x.y) € RZ\{(0,0)}, dif(x.y) =

nf:(x,y) € R?—s

dont il reste a justifier la continuité a I'origine.

Exercice 14

Question 2.c

D’apres I'exercice 13 et la question 1., les seuls extremums locaux éventuels de
sont les points critiques de f, il n'y en a donc qu'un ici : (0,0), qui
réciproquement n'est pas un extremum local d'apres a. et b.. La fonction f ne
présente donc aucun extremum local ni global.
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Exercice 14
Question 3.b

D’aprés a., la fonction f est négative entre les paraboles d'équations y = x? et
y = 3x2 et positive en dehors (faire un dessin!). Elle ne garde donc pas un signe
constant au voisinage de (0,0), qui ne peut donc étre extremum de f puisque
£(0,0) = 0.
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Exercice 15

Question 2

En appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz dans R" euclidien canonique aux
vecteurs y et z de coordonnées y, = \/Xx et zx = L1 < k < n, on obtient :

Ve
n 2 2 2002 n o1
VX = () €RY 0t = (2" <yl = (X ) (3 1) = FX).
k=1 k=1 Xk
avec égalité si, et seulement si, il existe t € R tel que y = tz, i.e. x, = t pour tout
ke [1,n].

Comme f(t,...,t) = n? pour tout t € IR, la fonction f admet donc un minimum
global égal 3 n? en chacun de ses points critiques.
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Or, pour (x,y) # (0,0), en notant r = [|(x, y)|| = v/x* + y2,
4 4 2,2 4 4 4
4,
Iy (IxI* + lyl" + 4x2y?) ottt art) —6r

<
[Of(x,y)l < (2 +y22 = r (x.y)—(0,0)

d’ou, par encadrement,
O1f(x,y) ————— 0=0,7(0,0
LF(x.y) o 0= 1£(0.0)
(x,.y)#(0,0)

et 91 est continue en (0,0) donc finalement sur R2.
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On observe par ailleurs que :
V(xy) €R%, f(x,y) = ~f(y,x)

d’ol I'existence de

également continue sur R2.
La fonction f est donc de classe ¢ sur R?.

X(X‘— 4 _gx2 2) .
Bf : (x,y) € R? s —0if(y,x) = {W si (x.y) # (0.0)
0 si (x,y) =(0,0)
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On constate que 97 ,(0,0) # 83 ,£(0,0). Par contraposition du théoreme de
Schwarz, on en déduit que la fonction f n'est pas de classe ¢ sur R2.
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Exercice 19
Question 1
La fonction
f:(xy)—xy+e
est de classe 2 sur R? par opérations sur les fonctions 2. En un point
(x,y) € R?, elle admet pour gradient :
VE(x,y) = (01f(x.y), 02 (x,y)) = (v, x + &)
et pour hessienne :
02 ,f(x,y) 0%,f(x.y) 0 1
V2f(x.y) = (LT x 127 (X, _ )
e =(hrn) wered) =0 o
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T
Exercice 19
Question 2
La fonction R
fi(x,y)— e lcosy
est de classe %2 sur R? par opérations sur les fonctions 2. En un point
(x,y) € R?, elle admet pour gradient :
Vf(x,y) = (2><ex2’1 cosy, —e¥Lsin y)= exz’l(Zx cosy,—siny)
et pour hessienne :
2 2_q .
V2 f(x,y) = (4x% + 2)2e:‘1’_1 cosy —2xei;1 siny
—2xe* “tsiny —e¥ “lcosy
et 2(2x2 4+ 1)cosy —2xsiny
—2xsiny —cosy )°
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Exercice 17
Question 2

Calcul de 97 ,f(0,0)
La fonction partielle

Calcul de 93,f(0,0)
La fonction partielle

Exercice 18

i=

En particulier :

lorsque (x,y) — (0,0).

En particulier :

lorsque (h, k) — (0,0). Ou encore :

lorsque (x,y) — (1,0).

v:ix— Of(x,0) = {

w:y— 01f(0,y) = {7}/

X
0

0

Travaux dirigés

six#0

. =X
six=0

est dérivable en 0, d'oli I'existence de szf(0,0) =v/'(0)=1.

siy#0

siy=0 =7y

est dérivable en 0, d'oli I'existence de 93 ,£(0,0) = w'(0) = —1.

Travaux dirigés

Soient f,g : R” — R deux fonctions de classe €.
Pour i € [1,n], la formule de Leibniz donne

9 (fg) = (97 f)g +2(0if)(0ig) + F(OFg)-
On en déduit immédiatement la formule attendue :
n n n
A(fg) = ;0?(@') = ZI(O?f)g+ 2 Zjl
= (Af)g +2(Vf,Vg) + f(Ag).

Travaux dirigés

V£(0,0) = (0,1) et sz(0,0)=(0 1)

d’oll le développement limité de f a I'ordre 2 en A= (0,0) :

1
=14y 4+ 5y +0( +57)

F(x,¥) = F(0,0) + (V7(0,0), (x.y)) + 3a00(x: ) + oG 1))

T

Travaux dirigés

VF(L0) = (2,0) et sz(l,o):(ﬁ _°1>

d’ou le développement limité de f a I'ordre 2 en A = (1,0) :

:1+2h+3h2—%k2+o(h2+kz)

F(L+ oK) = F(1,0) + (V(1,0), (b, k) + Sa.0(h )+ o(I(h, K)IP)

f(x,y) =1+2(x—1) +3(x — 1) - %y2+o((x— 12+ y?)
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2 2
(9:F)(0i8) + 3_ F(97g)
i=
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Qla

Exercice 20

Question 1.a

L'ensemble U/ est une partie ouverte de IR> comme image réciproque, par la
fonction (x,y) — y, continue sur R?, de I'intervalle ouvert |0, +oc[.

Travaux dirigés
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puis : s
ZTZ_(XMV) = f”(x + )1/) + g"(x - %)

ainsi que

Crn = 2r(xe )~ Ze(x-2)

dy?
1 1 1 1
+ 7f”(x + 7) + 7g”(x - —)4
y y y
On vérifie alors a partir de ces expressions que F satisfait bien a la relation

ci-dessous : 2F 2F oF
or _ a0t _ 539" _
a2y -y 92 (x.y) =2y 6y(x,y) 0.

Travaux dirigés
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Exercice 20
Question 2.b

La fonction G est de classe €2 sur V par opérations (HP) sur les fonctions %2
avec, pour tout (s, t) €V :

%(st)71%(5+t 2 )+ 2 8i(s+t 2)
ot T 20x\ 2 Ts—t (s—t)Poy\ 2 's—t
puis :
idq 19?F s+t 2 1 2 0*F s+t 2
858t(s’t)7im( 2 's—t)ii(sft)Zf)xé?y( 2 ’s—t)
s+t

2 182F(

4 1 82F(5+t 2 )
(s —t)220xdy !

2 4
':)_(s—t*)“(‘)iy2 2 's—t
4 0F(S+t 2 )

T(s—tPay\ 2 's—t

2

Travaux dirigés
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Q2c

Exercice 20

Question 2.c

Pour t € R donné, la fonction s — %(s, t) présente ainsi une dérivée nulle sur
I'intervalle ]t, +oo[. Elle y est donc constante : il existe un réel k(t) tel que :

G
Vs>t — (s, t) = k(t).
s>t S2(s0) = k(o)
La fonction k : R — TR ainsi définie est nécessairement de classe ¢ car :
oG

k(t) = ——(t+1,t)

vVt e R, ot

avec G de classe 2 d'apres b..

Travaux dirigés
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Exercice 20
Question 1.b

La fonction F est de classe %2 sur U par opérations sur les fonctions %2 avec,
pour tout (x,y) €U :

%(x,y) = f’(x+ %) +g’(x— ;)

ainsi que :

Travaux dirigés
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Exercice 20

Question 2.a

L'ensemble V est une partie ouverte de R? comme image réciproque, par la
fonction (s, t) — s — t, continue sur R, de I'intervalle ouvert ]0, +oo].

Travaux dirigés
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En notant

o«
ool

=

dd OF JOPF JOF
4aars D = gy~ gay) 2y W(X’Y) =0

«
|

on a donc :

2
2
par hypothése.

Travaux dirigés
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En notant g une primitive de la fonction k, il existe de méme une fonction
f:R — R telle que :

Y(s,t) eV, G(s,t)=f(s)+g(t).
Les fonctions f et g ainsi définies sont nécessairement de classe 2.

Enfin, pour (x,y) €U et (s, t) €V,

x=sgt s+ t=2x s=x+1
3 > 2 — _ Y
y=35= Sff—; t—xfy

si bien qu'on a donc :

Y(x,y) €U, F(x,y):f(x+;)+g(x—%).

Travaux dirigés
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Exercice 21

Question 1.a

La fonction partielle u : t — f(A+ tH) est bien définie sur le segment [0,1] car,
pour t € [0,1], [((A+ tH) — A|| = [t|||H|| < ||H|| < r si bien que
A+tH e B(Ar)CU.

Travaux dirigés
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Exercice 21

Question 1.c

En appliquant la formule de Taylor avec reste intégral 3 u sur le segment [0, 1], on
obtient :

1
u(1) = u(0) + u'(0) +/ (1—t)u"(t)dt
c'est-a-dire : ’

FA+H) = F(A) + S 0f(Ak + X hily /1(1 — 1)} f
Jj=1 0

1<ij<n

(A+ tH)dt.

Travaux dirigés
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Exercice 21
Question 2.b

Pour (i, j) € [1, n]?, la continuité de la fonction 02, au point A assure |'existence
d'un réel g;j €10, r[ tel que

VX € B(A ai)).  |0f(X) -

Il suffit de considérer le réel o = mini<;j<n0ij > 0.

Travaux dirigés
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Exercice 22

Etant donné un vecteur V € R\ {0}, on considere la fonction partielle
u:t— f(A+tV), de classe 2.

En appliquant le développement limité de f & H = tV lorsque t — 0, on obtient :

2
u(t)=fFA+tV)=a+t(U,V)+ %‘V5V+ o(t?), t—0.

Par unicité du développement limité pour les fonctions d'une variable, il en ressort
que :
o a=u(0) = f(A);
o (U, V) =u'(0) = dvf(A) =(V
d'oli il ressort que U = Vf(A);
e 'SV = u"(0) = 92 f(A) = ga(V) pour tout V € R", si bien que
S = V2f(A) par unicité de la matrice symétrique associée 3 une forme
quadratique.

f(A), V), formule valable pour tout V € R”,

Travaux dirigés
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Exercice 21
Question 1.b

Puisque f est de classe €2 sur U, la fonction partielle u : t — f(A+ tH) est de
classe €2 sur [0,1] avec :
vt € [0,1],

d(t) = (VF(A+ tH), H) = EhafA+tH)

et:

Vee01], o= hj(i hiO(O5F)(A+ tH) )
j=1 " Ni=1

= % hihd}f(A+ tH) = qacen(H).

1<ij<n

Travaux dirigés
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Exercice 21

Question 2.a

En écrivant que fol(l —t)dt =1, il vient d'aprés l.c. :

FA+H) = () = S A — 5 3 o f(Ainy =

2 1<<n

= Y hhk

1<ij<n

(1 — )07, f(A+ tH)dt

_ (/0 (1-1)de) 1<%;nhihja,?d.f(A)

S by /1(1— £)(@2,F(A+ tH) — 02,7(4) dt.
j<n 0

1<iy<
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Exercice 21

Question 2.c

Pour H € B(0, o),

f(A+H)—f(A)—i:8jf(A)hj—% > f hh‘

1<ij<n

1
< h,-h;/ (1= £)(B3,F(A+ tH) — 62, (A)) dt|
1<ij<n o
1
<% |\H||2/(17t)|8,-2d- (At tH) — &,F(A)| dt
1<ij<n
<( L £)de) [HIP =< [
B [a-aa) e —cime,

car |hj| < ||H|| pour tout i € [[1,n]], d'oli le résultat.

Travaux dirigés
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