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Année 2019/2020

Espaces euclidiens
Feuille d’exercices

1
F

Soient n ∈ N et a0, . . . , an des réels deux-à-deux distincts.
1. Montrer que l’application

(P,Q) 7−→ 〈P,Q〉 =
n∑

j=0
P(aj)Q(aj)

dé�nit un produit scalaire sur Rn[X].
2. Pour tout i ∈ J0, nK, on pose :

Li =
∏

06j6n
j 6=i

X− aj
ai − aj

.

a. Calculer Li(aj) pour 0 6 i, j 6 n.
b. En déduire que L = (L0, . . . , Ln) est une base de Rn[X] orthonormale pour le pro-

duit scalaire de la question 1..
c. Déterminer les coordonnées d’un polynôme P ∈ Rn[X] dans cette base.

2 Soit E un espace euclidien de dimension n rapporté à une base orthonormale e. On consi-
dère un endomorphisme f représenté en base e par une matrice A telle que A2 = A et
tA = A.
Démontrer que f est une projection orthogonale.

3 Soit E un espace euclidien rapporté à une base e. On note A la matrice représentative
du produit scalaire sur E dans la base e. Justi�er l’existence d’une matrice P ∈ Mn(R)
inversible telle que A = tPP et en déduire que A est inversible.

4
�

Dans M3(R) euclidien canonique, déterminer une base orthonormale du sous-espace F
engendré par les matrices

J =

1 1 0
0 1 0
0 0 1

 , K =

1 0 0
0 1 1
0 0 1

 et L =

1 1 0
0 1 1
0 0 1

 .

5
F

Soit E l’ensemble des fonctions f : [0,+∞[ −→ R continues telles que
∫ +∞

0 f (t)2 dt
converge.
1. a. Montrer que si f et g sont des éléments de E, alors l’intégrale

∫ +∞
0 f (t)g(t) dt

converge absolument.
b. En déduire que E est un espace vectoriel pour les lois usuelles.

2. Montrer que

(f , g) 7−→ 〈f , g〉 =
∫ +∞

0
f (t)g(t) dt

dé�nit un produit scalaire sur E.

3. a. Montrer que, pour tout k ∈ N∗, la fonction fk : t 7−→ e−kt appartient à E.
b. Calculer 〈fk, fl〉 pour tout k, l ∈ N∗.

4. Déterminer une base orthonormale de Vect(f1, f2, f3).

6
F

Pour Ω = (ωi,j)16i,j6n ∈ Mn(R) orthogonale, montrer que :∑
16i,j6n

|ωi,j| 6 n
√
n puis

∣∣∣ ∑
16i,j6n

ωi,j

∣∣∣ 6 n.

7
F

Soient E un espace euclidien et F, G deux sous-espaces vectoriels de E.
1. Montrer que (F + G)⊥ = F⊥ ∩ G⊥.
2. En déduire que (F ∩ G)⊥ = F⊥ + G⊥.

8 Soient F et G deux sous-espaces vectoriels supplémentaires d’un espace euclidien E. Mon-
trer que E = F⊥ ⊕ G⊥.

9
F

Soient E un espace euclidien et f un endomorphisme de E tel que f (x) est orthogonal à x
pour tout x ∈ E.
1. Montrer que pour tous x, y ∈ E, 〈f (x), y〉 = −〈x, f (y)〉. On dit que f est un endo-

morphisme antisymétrique.
Indication. On pourra calculer 〈f (x + y), x + y〉.

2. Montrer que Ker f = (Im f )⊥.
3. a. Montrer que 0 est la seule valeur propre éventuelle de f .

b. L’endomorphisme f est-il diagonalisable ?
4. Soit e une famille obtenue en réunissant une base orthonormale de Im f et une base

orthonormale de Ker f . Justi�er que e est une base orthonormale de E et déterminer la
forme de la matrice de f dans cette base.

10 Sur l’ensemble E = `∞(R) des suites réelles bornées, on dé�nit le produit scalaire 〈·, ·〉
par :

∀u = (un)n∈N ∈ E, ∀v = (vn)n∈N ∈ E, 〈u, v〉 =
∞∑
n=0

unvn
2n

.

1. Véri�er que E est unR-espace vectoriel pour les lois usuelles et que 〈·, ·〉 est un produit
scalaire sur E.

2. Déterminer l’orthogonal du sous-espace F des suites presque nulles (i.e. dont les termes
sont nuls à partir d’un certain rang) de E. Commenter.

3. On considère le sous-espace vectoriel

G = {u = (un)n∈N ∈ E : ∀n ∈ N, 2un+3 = un+2 + 2un+1 − un}.
a. Déterminer une base de G.

Indication. On pourra rechercher les suites géométriques appartenant à G et consi-
dérer l’application � : (un)n∈N ∈ G 7−→ (u0, u1, u2).

� : application ♣ : di�cile F : classique
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b. En déduire une base orthonormale de G.

11
♣

Soit E un espace euclidien.
1. Pour tout a ∈ E, on note 'a la forme linéaire x 7−→ 〈x, a〉 de E et ' l’application

a 7−→ 'a de E dans L(E,R). Montrer que ' est un isomorphisme.
2. Soit f un endomorphisme de E.

a. Montrer qu’il existe un et un seul endomorphisme f ? de E, appelé l’adjoint de f ,
tel que :

∀x, y ∈ E, 〈f (x), y〉 = 〈x, f ?(y)〉 .
b. Comparer les matrices de f et f ? dans une base orthonormale e = (e1, . . . , en)

donnée de E.
c. Identi�er l’endomorphisme f ??.
d. Soit F un sous-espace vectoriel de E. Montrer que F est stable par f si, et seulement

si, le sous-espace F⊥ est stable par f ?.
e. Établir les relations :

Ker f ? = (Im f )⊥, Im f ? = (Ker f )⊥,
Ker(f ? ◦ f ) = Ker f et Im(f ◦ f ?) = Im f .

12
�

Soit n > 1. On munit l’espace vectoriel Mn(R) de son produit scalaire canonique.
1. Véri�er que pour toutes matrices A,B ∈ Mn(R), tr(AB) = tr(BA).
2. Montrer que les sous-espaces Sn(R) etAn(R) des matrices respectivement symétriques

et antisymétriques sont supplémentaires orthogonaux dans Mn(R).
3. Déterminer le projeté orthogonal d’une matrice A ∈ Mn(R) sur le sous-espace Sn(R).

13
�

On munit R3[X] de son produit scalaire canonique.
1. Montrer que F = {P ∈ R3[X] : P(1) = 0} est un sous-espace vectoriel de R3[X].
2. Déterminer une base orthonormale de F.
3. Déterminer le projeté orthogonal de X sur F.
4. Retrouver ce résultat par une méthode plus simple.

14 Soit E un espace euclidien de dimension n rapporté à une base orthonormale e. On consi-
dère un vecteur u ∈ E unitaire et on note U la colonne de ses coordonnées en base e.
Soient H l’hyperplan normal à u et p la projection orthogonale sur H.
Montrer que l’endomorphisme p est représenté en base e par la matrice In−UtU en utilisant
successivement les trois méthodes suivantes :
1. En appliquant une formule du cours ;
2. En redémontrant cette formule du cours sur le cas traité ;
3. En montrant que l’endomorphisme représenté par A = In − UtU en base e est la pro-

jection p.

15
♣

Soient E un espace euclidien et u = (u1, . . . , un) une famille de vecteurs de E.
1. On suppose la famille u orthonormale. Montrer que :

∀x ∈ E,
n∑

k=1
〈uk, x〉2 6 ‖x‖2

avec égalité lorsque la famille u est une base orthonormale de E.
2. On suppose réciproquement que :

∀x ∈ E,
n∑

k=1
〈uk, x〉2 = ‖x‖2

.

a. En considérant l’orthogonal du sous-espace vectoriel engendré par la famille u,
montrer que celle-ci est génératrice de E.

b. On suppose dans cette question que pour tout i ∈ J1, nK, ‖ui‖ > 1. Montrer que u
est une base orthonormale de E.

c. On suppose dans cette question que la famille u est libre. Montrer que c’est une
base orthonormale de E.
Indication. Pour i ∈ J1, nK, on pourra considérer un vecteur orthogonal à l’hyper-
plan engendré par la famille (uj)j 6=i a�n de se ramener au cas traité en b..

16 Soient E un espace euclidien rapporté à une base (e1, . . . , en) orthonormale.
Soit p un projecteur orthogonal de E sur une droite D. Montrer que :

n∑
i=1
‖p(ei)‖2

= 1.

17 Soient p 6 n deux entiers naturels non nuls. On munit les espaces Mn,1(R) et Mn,p(R) de
leurs produits scalaires canoniques et l’on considère une matrice A ∈ Mn,p(R). Soit q la
projection orthogonale de Mn,1(R) sur le sous-espace vectoriel Im A.
1. On suppose, dans cette question seulement, que n = p et l’on considère la matrice Q

représentative de q en base canonique.
a. Pour X,Y ∈ Mn,1(R), montrer que tXQY = tXtQY en considérant 〈X− QX,QY〉.

En déduire que Q est symétrique.
b. Que vaut le produit QA ? En déduire que :

(tr A)2 6 (rg A) tr(tAA).

2. On revient au cas général p 6 n et l’on suppose que A est de rang p.
a. Montrer que Ker(tAA) = Ker A et en déduire que tAA est inversible.
b. Montrer que Q = A(tAA)−1tA est la matrice représentative de q en base canonique.

18
F♣

Soit p un projecteur non nul d’un espace euclidien E.
1. Montrer que pour tout n ∈ N∗ :

∀a1, . . . , an ∈ R,
n∑

k=1
|ak| 6

√
n

√
n∑

k=1
a2
k.
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2. En déduire que l’ensemble
{‖p(x)‖
‖x‖

}
x∈E\{0} est majoré par

√
nmax16k6n ‖p(ek)‖, où

(e1, . . . , en) est une base orthonormale de E.
On pose :

‖p‖ = sup
x∈E\{0}

‖p(x)‖
‖x‖

.

3. Montrer que ‖p‖ > 1.
On souhaite à présent démontrer que p est un projecteur orthogonal si, et seulement si,
‖p‖ = 1 c’est-à-dire, d’après ce qui précède : pour tout x ∈ E, ‖p(x)‖ 6 ‖x‖.
4. Montrer que la condition énoncée est nécessaire pour que p soit un projecteur ortho-

gonal.
5. Montrer qu’elle est su�sante en utilisant les deux méthodes ci-dessous :

a. en étudiant ‖p(λy + z)‖ pour λ ∈ R, y ∈ Ker p et z ∈ Im p ;
b. en calculant

∥∥x +
(
p(x)− x

)∥∥2 pour x ∈ (Ker p)⊥.

19
�

Dans E = R4 euclidien canonique, on considère le sous-espace vectoriel F d’équations :{
x1 + x2 + x3 + x4 = 0
x1 − x2 + x3 − x4 = 0

.

1. Décrire géométriquement F puis former une base orthonormale de F⊥.
2. Déterminer la matrice en base canonique de la projection orthogonale sur F puis de la

symétrie orthogonale par rapport à F.
3. Déterminer la distance du vecteur x = (1, 2, 3, 4) au sous-espace F.

20
�

1. Pour A ∈ R[X], justi�er que l’intégrale généralisée
∫ +∞

0 A(t)e−t dt converge.
2. Justi�er que l’application

(P,Q) 7−→ 〈P,Q〉 =
∫ +∞

0
P(t)Q(t)e−t dt.

est un produit scalaire sur E = R2[X].
3. a. Calculer

〈
Xi,Xj〉 pour 0 6 i, j 6 2.

b. Déterminer le projeté orthogonal Π de X2 sur le sous-espace vectoriel F = R1[X].
4. Calculer

d = inf
a,b∈R

∫ +∞

0
(t2 − at − b)2e−t dt.

21 Soient A = (ai,j)16i,j6n ∈ Mn(R) et

H =
{

M = (mi,j)16i,j6n ∈ Mn(R) :
∑

16i,j6n
mi,j = 0

}
.

Calculer
δ = inf

M∈H

∑
16i,j6n

(ai,j −mi,j)
2.

22
�

On considère l’application f : R2 −→ R dé�nie par :

∀(x, y) ∈ R2, f (x, y) = (2x − y − 1)2 + (x + 3)2 + (x − y − 1)2.

Montrer que f présente un minimum global sur R2, déterminer la valeur de ce minimum
ainsi que les points où ce minimum est atteint.

23
F

Ajustement a�ne d’une série statistique double
On se donne n > 2 points (x1, y1), . . . , (xn, yn) de R2 (on parle de nuage de points). On
suppose que tous ces points n’ont pas même abscisse, i.e. que x1, . . . , xn ne sont pas tous
égaux.
Pour m, p ∈ R, on s’intéresse à la quantité

δ(m, p) =
n∑

i=1
(yi −mxi − p)2,

qui mesure la « distance verticale » du nuage de points à la droite d’équation y = mx+p.
1. Justi�er l’existence d’une unique droite d’équation y = mx + p, appelée droite de

régression de y en x (ou droite des moindres carrés de y en x) dont les coe�cients
m et p minimisent la fonction

δ(m, p) =
n∑

i=1
(yi −mxi − p)2.

2. Application. Déterminer la droite de régression de y en x du nuage constitué des points
A1 = (1, 2), A2 = (0,−1), A3 = (2, 2) et A4 = (−1,−2).

24
♣

Pour n ∈ N∗ donné, on considère un produit scalaire 〈·, ·〉 sur Rn[X].
1. a. Justi�er que pour tout k ∈ J1, nK, il existe un unique plynôme Pk de Rk[X] qui soit

unitaire (i.e. de coe�cient de plus haut degré égal à 1) et orthogonal à Rk−1[X].
b. Justi�er que pour tout k ∈ J1, nK, Pk est de degré k. On pose P0 = 1 et, pour tout

k ∈ J0, nK, Qk =
1
‖Pk‖Pk .

2. a. Montrer que (Q0,Q1, . . . ,Qn) est une base orthonormale de Rn[X].
b. Justi�er que (Q0,Q1, . . . ,Qn) est la base orthonormale de Rn[X] obtenue par ap-

plication du procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt à la base canonique.
Dans la suite de l’exercice, on considère que la produit scalaire 〈·, ·〉 sur R[X] est dé�ni
par

∀P,Q ∈ R[X], 〈P,Q〉 =
∫ b

a
P(t)Q(t)w(t) dt

où a < b sont deux réels et w : [a, b] −→ R une fonction (appelée poids) continue à
valeurs strictement positives.
3. Justi�er que la formule ci-dessus dé�nit bien un produit scalaire sur R[X].
4. Soit k ∈ J1, nK. On note y1, . . . , yr les racines d’ordre impair de Qk et on dé�nit le

polynôme D =
∏r

i=1(X− yi) (dans le cas où Qk n’a aucune racine d’ordre impair dans
]a, b[, on pose D = 1).
a. Justi�er que QkD garde un signe constant sur [a, b].
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b. En raisonnant par l’absurde, en déduire que r = k.
c. Qu’en déduit-on sur Qk ?

5. Soit k ∈ J1, n− 1K.
a. Justi�er l’existence de réels a0, a1, . . . , ak+1 tels que XQk =

∑k+1
i=0 aiQi. Montrer

que a0 = · · · = ak−2 = 0.
b. En déduire l’existence de trois réels αk , βk et k tels que

Qk+1 = (αkX + βk)Qk + kQk−1.

Programmation :
â Classe : 1, 2, 5, 7, (8), 9, (14), (16), 18, 19, 20, 23
â TD : 4, 12, 13, 22
â TD? : 11, 15, 21


