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Exercice 1

Question 2.a

Par définition,
aj — ax

Li(aj) = .
i(3) 0<k<n di —
k#i
o Sii=j, alors Li(aj) =1
@ Sii+#j, alors le facteur d'indice k = j est nul, donc L;(a;) = 0.

En conclusion,

1 sii=j
L’(af)*{o siitj
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Exercice 1

Question 2.c

Comme la base (Lo, ..., L,) est orthonormale, les coordonnées d’un vecteur
P € R,[X] dans cette base sont données par les produits scalaires

<mm:§ummm:mm

On peut donc écrire :

3

P

P(aj)L;.
0

=t
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Exercice 3

Si Q désigne la matrice de passage de la base e a une base ¢, alors le produit
scalaire est représenté dans cette base par la matrice B = ‘QAQ. En choisissant &
orthonormale, cette relation s'écrit I, = ‘QAQ c'est-a-dire A= PP ot P = QL.
Un produit de matrices inversibles étant inversible, il en résulte que A est
inversible.
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Exercice 1

Question 1

L'application est :
o linéaire a gauche
@ symétrique
@ donc linéaire a droite
o définie-positive : pour P € R,[X],

n
(P,P)=3P(2)?>0
j=0
avec égalité si, et seulement si, P(a;) = 0 pour tout j € [0, n] (par positivité

des termes de la somme). Mais alors le polynéme P, de degré inférieur ou
égal a n, admet au moins n+ 1 racines : il est donc nul.
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Exercice 1
Question 2.b

Pour i,j € [0,n], ona:

(Lo L) = 35 Lila)Li(ax)
k=0

o Si i =j, seul le terme d'indice k = i n'est pas nul et (L;, Lj) =1
o Si i # J, tous les termes sont nuls et (L;, L;) = 0.
La famille (Lo, ..., L) est donc orthonormale. Une telle famille est libre et, formée

de n+ 1 vecteurs de |'espace E de dimension n+ 1, c'est donc une base de E,
orthonormale comme on vient de le voir.
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Exercice 2

De I'hypothése A2 = A on déduit tout d'abord que f2 = f ou en d’autres termes
que f est un projecteur.

Il reste & voir que les sous-espaces F = Im f = Ker(f —idg) et G = Ker f sont
orthogonaux. On considére donc deux vecteurs x € F et y € G ainsi que les
matrices colonnes X et Y de leurs coordonnées dans la base e. D'apres
I'expression du produit scalaire en base orthonormale, on a :

(x,y) = (F(x),y) = (AX)Y = X'AY = XAY = (x,f(y)) =0,

d'ou le résultat.
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Exercice 4

On commence par vérifier que la famille (J, K, L) est libre : pour A\, 1, € R,

Apu+v Aty 0
M+pK+vl=0 <+ 0 Adp+v ptv =0
0 0 Adp+v
Adp+v=0
= A4+v=0 = A=p=v=0

pn+v=0

Ainsi (J, K, L) est libre; c'est donc une base de F qui est par suite de dimension 3.
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On applique le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt a la base (J, K, L)
pour obtenir une base orthogonale (U, V, W) de F. On obtient successivement
U =Javec ||U|| =2,

— Il ne reste plus qu'a normaliser les vecteurs précédents pour obtenir une base
1 -3 0
V=K,<U‘K2>U=1 0 1 4 orthonormale de F :
vl 4\ o0 1 /110N, /1 =30\ ; /-1 3 0
-0 1 0),—(0 1 4|,—(0 -1 3
avec |[V]| = £ et 2800 1) 27\o 0o 1) VI\o o -1

-1 3 0
AR CIL YR VRS S
vl v “\o o -1

avec W] = 2.
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Exercice 5 Exercice 5
Question 1.2 Question 1.b

On vérifie que E est un sous-espace de ([0, +oc[, R) :

Pour f, g € E, la fonction fg est continue sur [0, +oo[ avec : o La fonction nulle appartient bien siir 3 E.

2 2 )
Vee [0, +oof [F(De(t) < f(t) J;g(t) i e Sif,g € Eet A€R, alors

+00 +00
24— 200412 2
d'ols la convergence absolue de I'intégrale [, f(t)g(t)dt, par comparaison aux /0 (M (1) +g(1)"de = /0 (NF(2)* + 2XF(1)g(1) + g(1)%) dt
intégrales convergentes f;m f(t)?dt et f;m g(t)?dt.

converge par opérations sur les intégrales convergentes d'aprés la question 1.,
ainsi A\f +g € E.
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Exercice 5 Exercice 5

Question 2 Question 3.a

L'application est bien définie d'apres la question 1., bilinéaire par linéarité de
I'intégrale et symétrique. De plus, pour f € E, . . .
€ Y q P P € Pour k € IN*, la fonction f; est continue sur [0, 4co[. De plus, la fonction

(FF) = /+oc F(£2de > 0 t — fi(t)? = e 2k est continue sur [0, +oc| et admet pour primitive
)= =20. . L L c

o t — — ek qui admet une limite finie en +oc0. L'intégrale foﬂo fi(t)?dt est
Par continuité et positivité de la fonction £2, I'égalité (f, f) = 0 implique donc convergente et la fonction f; appartient a E.

f(t)? = 0 pour tout t € [0,+00[ et f est alors identiquement nulle sur [0, +oc[.
Ainsi I'application (-, -) est définie-positive et constitue donc un produit scalaire.
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Exercice 5 Exercice 5
Question 3.b Question 4

On applique le procédé de Gram-Schmidt a la famille (£, f, f3) pour obtenir une
base orthogonale (g;) de F = Vect(f, f>, f3). On pose gy = f; avec

leull = Vi ) = .

Puis
(g1, ) 2
Pour k,l € IN*, &=h— “guzgl,fz_gfl
1
oo 1 +oo 1 avec
<fkv fe) — / e—(k+l): dt = 77e—(k+2): - 7 2 1
o e b =i leall = (1517 = 5 (. 2) + 5 167 = 5
Enfin,
(g1, 5) (g2, ) 6 3
Gs=h—-""5g — & =fh——h+-—h
[ETR [EYk 5° 10
avec
1
lgsll = m
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On en déduit que les vecteurs
B B e ap oo &
ll&1ll ll&ll llesll

forment une famille orthonormale donc libre de F et méme, comme dim F < 3,

une base orthonormale de F.

Il en résulte en particulier que F est de dimension 3 et donc que sa famille

génératrice (fi, f, f3) est libre, ce qu'il n'a pas été nécessaire de vérifier au

préalable. (Si la famille avait été liée, on aurait obtenu un vecteur g nul.)

=V6(10% — 126 + 3f)
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Exercice 7
Question 2

En appliquant la formule de la question 1. aux sous-espaces F* et G+, on
obtient :
(Fr+6H  =FnGth.
En prenant |'orthogonal des deux membres, on en déduit puisque E est euclidien :
Fr+ Gt =(FnG)*-.
Remarque. En dimension quelconque, on peut montrer I'inclusion
Ft+ Gt c(FnG)t,

mais la réciproque peut &tre fausse.
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Exercice 9

Question 1

Pour x,y € E, on a par hypotheése et bilinéarité du produit scalaire :
0= (f(x+y)x+y) = (f(x) + fy).x) + (F(x) + f(y).y)
= (F(x), %) + (F(y), ) + (F(x), ) +{F(¥),y)
=(f(y).x) + (f(x).y).
d'ol le résultat :

(F(x):y) = = F(¥)) -

Travaux dirigés

Année 2019/2020 21/ 63

Exercice 9

Question 3.a

Soient A € R une valeur propre de f et x € E \ {0} un vecteur propre associé. Par
hypothese, les vecteurs x et f(x) = Ax sont orthogonaux, ce qui s'écrit

0 = (x,Ax) = A (x, x). Comme x # 0 par hypothése, on a (x, x) # 0 et donc
A=0.

Ainsi la seule valeur propre éventuelle de f est 0.
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Exercice 7

Question 1

@ On atout d'abord F C F+ G d'oli (F + G)* C F*. De méme,
(F+ G)t Cc Gtdou (F+G)t c FtnGh.
@ Réciproquement si x € FX N G alors, pour tous y € Fet z€ G,
oy +2)=(y)+(x,2) =0
si bien que x L F + G. D'ot I'inclusion FX N G+ C (F + G)*.

Travaux dirigés
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Exercice 8

@ On vérifie dans un premier temps que la somme FX @& G est directe.
Soit pour cela un vecteur x € F- N G*. Puisque E = F & G, on peut écrire
x=y+zavecy € Fetze G. Comme x € F-, on a (x,y) = 0 et de méme
(x,z) = 0. Par suite,
(x,x) = (x,y) + (x,2) =0
d'ou I'on déduit que x = 0.
@ On a par ailleurs, en s'appuyant a nouveau sur E = F&® G,
dim F* +dim G* = (dim £ — dim F) + (dim E — dim G)
=2dimE — (dim F +dim G)
=2dimE —dimE =dimE.
Dans ces conditions, les sous-espaces F- et G- sont supplémentaires dans E.

Remarque. Les deux points peuvent s'obtenir comme conséquences directes des
formules de I'exercice précédent.
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Exercice 9

Question 2

@ On a tout d'abord Ker f C (Im ).
En effet, pour x € Kerf et y € Imf, il existe z € E tel que y = f(z) et alors
(.y) = (x,f(2)) = = (f(x),2) = = (0,2) = 0.
@ Par ailleurs, le théoreme du rang assure que :
dim(Im f)* = dim E — dim Im f = dim Ker f.
On a donc égalité des dimensions dans la premigre inclusion, qui est donc une
égalité : (Im f)+ = Ker f.
Remarque. L'inclusion (Im f)* C Ker f peut étre établie a la main : pour
x € (Imf)*, il vient :
vy e B, 0= (xf(y)) == (f(x),y)
si bien que le vecteur f(x) est orthogonal a tous les autres : il est donc nul et
x € Kerf.
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Exercice 9
Question 3.b

Si f est diagonalisable, il est représenté dans une base adaptée par une matrice D
diagonale. Les coefficients diagonaux de D étant valeurs propres de f, ils sont tous
nuls d’aprés a.. L'endomorphisme f, représenté par la matrice D = 0, est donc nul.
La réciproque étant évidente, on peut donc énoncer que f est diagonalisable si, et
seulement si, f est I'endomorphisme nul.
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Exercice 9

Question 4

D’apres la question 2., les sous-espaces Ker f et Im f sont supplémentaires
orthogonaux dans |'espace euclidien E :
E=KerfoImf.

Dans ces conditions, la concaténation d'une BON de Ker f et d'une BON de Im f
donne une BON de E, dans laquelle f est représenté par une matrice par blocs

00
(o %)

ot A" € M,(R) avec r = rgf, car Imf est stable par f. On peut ajouter que A’
est antisymétrique ; en effet, la matrice A elle-méme est antisymétrique car,
représentant I'endomorphisme f en BON, elle a pour coefficient générique

aij = (e f(g)) = — (f(e), ) = —aj;, 1<ij<n

Travaux dirigés
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Exercice 12
Question 2

Pour M € M,(R), on a classiquement :
M+™M M-'M
M= — -
7 T2
avec

M+ M M—M
7€ SH(R) et 7€ A, (R) =S,(R)*.

Le projeté orthogonal de M sur S,(RR) est donc donné par :
M+ M

ps, ) (M) = ———.

Travaux dirigés
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Exercice 13

Question 2

On construit tout d'abord une base de F. On peut par exemple considérer les
vecteurs Uy = X — 1, Us = X2 — 1 et Us = X3 — 1. Il s'agit en effet de trois
vecteurs de F linéairement indépendants car non nuls et de degrés deux-a-deux
distincts, qui forment donc une base de F puisque celui-ci est de dimension 3.
On applique ensuite de procédé de Gram-Schmidt pour obtenir une base
orthogonale (W, W5, W;) de F. On pose W) = Uy avec ||W4| = V2, puis

(W1, Up) , 1 1
Wo=Up— 22y = X2 — 2 X —
Il 22
avec ||Wa|| = \/3/2 et enfin
W3:U37(W1~,U§> —<W2’U§>W2:X3—1X2—1X71
wall [[wall 3 3 3
avec | Ws|| = \/4/3.
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Exercice 13

Question 3

A partir de la base orthonormale (Vi, V5, V3) de F obtenue en 2., on peut calculer
le projeté orthogonal de X sur F :

3 3 (Wi, X
pr(X) = 35 (Vi x) Vs = 35 WXy
i=1 = Wil
1 12 13
=Mzt

1 1 1
Ly Ly 3y 1
4 4 4" 4

Travaux dirigés
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Exercice 12

Question 1

© Les sous-espaces sont orthogonaux. En effet, pour S € S,(R) et A € A,(R),
(S, A) = tr("SA) = tr(SA)
mais d'autre part :
(S,A) = (A, S) = tr("AS) = —tr(AS).

On conclut que (A, S) = 0 en remarquant que tr(AB) = tr(BA) pour toutes
matrices A, B € M,(R).

@ La somme S,(R) + A,(RR), orthogonale, est donc directe. Par ailleurs,
n(n+1)  n(n—1)

dim S, (R) + dim A,(R) = =2 5

= n? = dim M,(R),
donc les sous-espaces S,(R) et A,(RR) sont supplémentaires dans M,(RR).

Remarque. On peut justifier directement que les sous-espaces

Sn(R) = Ker(T —id) et A,(R) = Ker(T + id) sont supplémentaires dans M,(IR)

en observant que I'endomorphisme T : A — A est une symétrie : T o T = id.
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Exercice 13

Question 1

On peut vérifier le critére de sous-espace ou remarquer que F = Ker ¢ ol ¢ est
I"application linéaire définie par

¢ : R3[X] — R, P+— P(1).

Cette deuxiéme technique a I'avantage de montrer en plus que F est un hyperplan
de R3[X] en tant que noyau d’'une forme linéaire non nulle.
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D’oli une base orthonormale de F formée par les trois vecteurs :
1 2 1 1
Vi=—=(X-1 Vo=4/5(X?= X -2
= e =200 ax- 0,
3 1 1 1
Va=4/2(X3—ZX2-ZX—-2).
? \/:( 37 73 3)
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On peut aussi utiliser la technique générale de projection orthogonale sur un
hyperplan. En effet, en notant P = ap + a1 X + a2X? + a3X3, la condition
d'appartenance a F s'écrit :

a+a+a+a3=0.

Le sous-espace F est donc I'hyperplan normal 3 N =1+ X 4+ X2 + X3.
Par suite, le projeté orthogonal de X sur F est donné par :

L NXy 1. 1 1., 3. 1
pE(X) = X i N=X— N=—7X* = X4 IX 7
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Exercice 14

Tout d’abord, p est reliée a la projection orthogonale g sur la droite H- = D dont
(u) est une base orthonormale par la formule p = idg —q. La projection g étant,
d'apres le cours, représentée en base orthonormale e par la matrice U'U, la
projection p est donc représentée par la matrice /, — U'U.

Il faut savoir justifier la formule précédente :

Vx e E, p(x)=x—q(x)=x—(ux)u.

Si A désigne la matrice représentative de p en base e et X la matrice colonne
représentative de x en base e, cela s'écrit encore, d'apres |'expression du produit
scalaire en base orthonormale,

VX € Mp1(R), AX =X — ('UX)U = X — U('UX) = (I, — UU)X.

Par unicité de la matrice représentative de p, on a donc A = I, — U'U.

Travaux dirigés
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@ Les inclusions précédentes donnent les inégalités n —1 < dim F et 1 <dim G,
qui sont nécessairement des égalités puisque F et G sont supplémentaires.
Ainsi les inclusions précédentes sont des égalités et les sous-espaces F = H et
G = H* sont donc supplémentaires orthogonaux.

En conclusion, f est la projection orthogonale sur H donc p = f est représenté par
la matrice A = I, — U'U en base e.
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On a égalité en (2) si, et seulement si, (1) est une égalité i.e. si, et seulement si,
X — pr(x) = 0 c'est-a-dire x € F.

Pour que I'égalité ait lieu pour tout x € E, il faut et il suffit donc que F = E i.e.
que u soit une base orthonormale de E.

Remarque. On peut également raisonner en complétant la famille orthonormale
(u1,..., up) en une base orthonormale (uy, ..., Un, Upsi1, ..., Ug) de E. On a alors,
pour x € E, vu |'expression de la norme et des coordonnées en base orthonormale :

d
2 2 2
llxlI™ = 32 (e, )° = 35 (i x)

k=1 k

avec égalité si, et seulement si, (ux,x) = 0 pour tout k € [n+ 1, d] c'est-a-dire
n A

x € (Vect(uns1,...,ug))” = F. On conclut de méme.

M=

1

Travaux dirigés
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Exercice 15
Question 2.b

Soit i € [1,n]. En appliquant I'hypothése au vecteur u;, il vient :
n
el = 32 (o )? = il + 3 Guny )?
k=1 =

Mais partant de |[u;]| > 1, il vient ||uj]|® < ||u;]|*, d'obs finalement

> (g, 1)* =0,
i

i

2 4
fluill™ = llwil® et

c'est-a-dire [|uj|| =1 et, pour tout k # i, (u, uj) = 0 par positivité.

La famille (uy, ..., u,) est ainsi orthonormale donc libre. Etant par ailleurs
génératrice d'apres a., c'est donc une base orthonormale de E.

Travaux dirigés
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Comme la matrice A = I, — U'U est donnée dans I'énoncé, on peut procéder
différemment.

@ Tout d'abord,
A=, 20U+ U UV)U=1,-UU=A
car 'UU = |[u|* = 1 d'apres I'expression de la norme en base orthonormale et
I'hypotheése u unitaire. L'endomorphisme f de E représenté en base e par la
matrice A est donc un projecteur. Soient F = Im f = Ker(f —idg) et
G = Ker f les sous-espaces caractéristiques de ce projecteur.
@ Par ailleurs,
AU=U-U('UU)=U-U=0
si bien que u € Ker f et donc D = Vect(u) C G.
Pour x € H, on a 0 = (u,x) = "UX vu I'expression du produit scalaire en
base orthonormale, d'ol
AX = X — U('UX) = X
et donc f(x) = x, si bien que H C F.

bild fr Travaux dirigés
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Exercice 15

Question 1

En notant pr le projecteur orthogonal sur le sous-espace F = Vect(u, ...,
montre classiquement pour x € E que :

2 2 2
X1 = Nlpe (I + [1x = pe(II™ = llpr (I 1)
en appliquant le théoreme de Pythagore aux vecteurs pr(x) € F et
x — pr(x) € F*.
Sachant que u est une base orthonormale de F, on a par ailleurs :

n

pr(x) = kz (uk, x) uk

=1

s

d’ou le résultat en utilisant I'expression de la norme en base orthonormale :

5 (e x? < P @

k=1

Travaux dirigés
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Exercice 15

Question 2.a

Soit F le sous-espace vectoriel de E engendré par uy, .
n
[IxI* = 32 {uex)? =0
k=1
si bien que x = 0. Ainsi F+ = {0} d'otl F = F*+ = {0} = E dans I'espace
euclidien E. La famille u est donc génératrice de E.

.., U, Pour x € F+,

Travaux dirigés
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Exercice 15

Question 2.c

Libre par hypothese et génératrice d'aprés a., la famille (uy, ..., up) est une base
de E.

Pour i € [1, n] donné, le sous-espace engendré par la famille (;);; est donc un
hyperplan H;, dans I'orthogonal duquel on peut trouver un vecteur x; # 0. Par
hypothese, on a alors

n
Il = 32 Gk )* = {u)* < il 11
k=1
d'apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz. En divisant par ||x;[|> > 0, on en déduit

alors que ||uj|| = 1, ce qui permet de conclure en appliquant le résultat de la
question b..

Remarque. Si la famille (uy, ..., uy) n'est pas libre, il existe i € [1, n] tel que
(uj)ji soit génératrice de E, et il n'est alors pas possible de trouver un vecteur

X; # 0 pour raisonner comme ci-dessus. Un contre-exemple évident est donné dans
R euclidien canonique par la famille 3 deux éléments, tous deux égaux a -

7
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Exercice 16

Etant donnée une base orthonormale (a) de D =
Hp(x)”2 = (a,x)? pour tout x € E, si bien que

g"lup(e,-)nz - ;”1@, &) = [lalf =

vu |'expression de la norme (et des coordonnées) en base orthonormale.

Im p, on a p(x) = (a, x) a donc

Remarque. On peut montrer plus généralement que pour tout projecteur
orthogonal p,

z 2
_Zl lp(enl” = rep.
iz
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Exercice 18
Question 2

Soit e = (ey, ..., e,) une base orthonormale de E. Tout vecteur x € E peut alors
se décomposer sous la forme x = "}, xce et alors

n
p(x) = 3 xcp(ex)
k=1
donc, par inégalité triangulaire,
n
[[ZEII[ES El [xk| (el -

Ainsi, en notant K = Maxigk<n ||P(ek)

, on a d’aprés la question 1. :

n

()l < Z x| < Zl X = rv/n x|

vu |'expression de la norme en base orthonormale.
Lo llpCl ioré
Ainsi, I'ensemble { T }er\(u) est majoré par r\/n.
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Exercice 18

Question 4

On suppose le projecteur p orthogonal : c’est donc le projecteur sur F = Imp
parallelement 3 F. Pour x € E \ {0}, les vecteurs p(x) € F et x — p(x) € F*
sont donc orthogonaux, d'ou d'apres le théoreme de Pythagore :

2 2 2
X1 = [lp(x) + (x = PG |* = 1eCI + [[x = pCA|* = l1p(x)
Par suite,
PGl
[l
et comme cette inégalité est réalisée pour tout x € £\ {0}, on en déduit que
p
ol = sup 1ECI
xeevgoy Il

On a donc ||p|| =1 d’aprés la question 3..
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Exercice 18
Question 5.b

Pour x € E, on a
P(p(x) = x) = p*(x) = p(x) = 0
donc p(x) — x € Ker p.
Par suite, si x € (Ker p)*, alors le théoreme de Pythagore appliqué aux vecteurs
orthogonaux x et p(x) — x donne :
2
[l + (pG) =) [* = lx]* + llp() = xI°
d'ol I'on déduit, par hypothese, que

2 2 2
() = xII7 = llp(I” = [IX[I” < ©.
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Exercice 18
Question 1

C'est une application directe de I’inégalité de Cauchy Schwarz dans I'espace R”
euclidien canonique aux vecteurs x = (1,...,1) et y = (|a1|,...,[an|) :

3 faul = () < I Hyl\—f,/ .
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Exercice 18
Question 3

Pour xo € Im p\ {0} (existe car p # 0 par hypothése), on a p(xg) = xp donc

p(x px
Ipl = sup PGl (o)l _
xeevoy x|l [Ixoll
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Exercice 18

Question 5.a

On suppose que ||p|| < 1, c'est-a-dire
x € E, lp()ll < lIxll (*)
et il s'agit alors de démontrer que le projecteur p est orthogonal, c'est-a-dire que
les sous-espaces Ker p et Im p sont orthogonaux. Soient donc y € Ker p et
z € lmp. Pour X € R, I'inégalité (x) appliquée au vecteur x = Ay + z s'écrit :
llzll < Ay + 2]
c'est-a-dire, en élevant au carré :
2 2 2
izl < X lyl* + 2x (y, 2) + || z]|* .
On a donc :

VAER, AA|yIP+2(y,2) >0,

ce qui implique (y, z) = 0, sans quoi on aurait un polyndme du second degré (on
peut supposer y # 0...) qui garde un signe constant alors qu'il présente deux
racines distinctes, ce qui est absurde.
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Ainsi x € (Ker p)* implique p(x) = x c'est-a-dire, puisque p est un projecteur,

x € lmp.

On a ainsi établi I'inclusion (Ker p)* C Im p. Comme on a par ailleurs égalité des
dimensions d'apres le théoréeme du rang :

dim(Ker p)l =dim E — dimKer p = dimIm p,

I'inclusion précédente est une égalité : (Ker p)* = Imp d'oli
(Im p)*+ = (Ker p)++ = Ker p ce qui signifie que p est un projecteur orthogonal.
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Exercice 19 Exercice 19

Question 1 Question 2

Puisque (v1, v2) est une base orthonormale de F*, on a :
On justifie facilement que F est un plan dont on détermine une base.

4 —
Deux vecteurs de F- apparaissent sur les équations : u; = (1,1,1,1) et Vx €RY - pei(x) = {1 x) v+ (v2, ) va.
up = (1,—1,1,—1). En effet, F est défini comme I'intersection des deux Comme les projections orthogonales sur F et sur F sont liées par pg + pr1 = id,
hyperplans DlL et DZL, ou Dy et D, sont les droites engendrées par uy et uy. Donc on en déduit la matrice représentative de pr en base canonique :

Dy = Di*+ C F* et de méme D, C F-. Plus précisément,

Fl=(Di ND;)" = Di't + Dy = D+ Dy,

1 0 -1 0

Al
21-1 0 1 0

0o -1 0 1

La symétrie orthogonale par rapport a F est quant a elle donnée par

Ainsi (uy, up) est une base de FL. Les deux vecteurs uy et u, étant déja sp = 2pr —id, d'oli sa matrice représentative en base canonique :

orthogonaux, on en déduit directement une base orthonormale de F- :

1 1 0 0
(vlz5(1,171,1),v2:5(1,—1,17—1)), 2A— Iy =

ce qu'on peut retrouver par un argument dimensionnel :
dim Ft = dimR* — dim F = 2.
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Exercice 19 Exercice 20
Question 3 Question 1

La fonction f : t — A(t)e™" est continue sur [0, +ool.
Si A # 0 est de degré n et de coefficient dominant a, # 0, alors A(t) ~ a,t”
lorsque t — +00. On a donc :

f(t) ~ ast"e™, t— +oo
Pour x = (1,2,3,4), on obtient pr(x) = (—1,-1,1,1) d’ols

d(x, F) = [lx — pr(x)]| = V26.

ce qui permet de conclure selon I'une des méthodes suivantes :
o ona f(t) = o(%) lorsque t — 400 d'oli la convergence absolue de I'intégrale
foﬁ’o f(t)dt par comparaison 2 I'intégrale de Riemann convergente f;rm 4
e ona
f(t) ~ apt"e”t = a,t"e 2. e 2 = o(e”t/?), t— +o0,

d’oll la convergence absolue de 0+°° f(t)dt par comparaison a I'intégrale
fgw e “tdt convergente pour a > 0.
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Exercice 20 Exercice 20

Question 2 Question 3.a

L'application est bien définie d'apres la question 1., bilinéaire par linéarité de
I'intégrale et symétrique. De plus, pour P € Ry[X],
oo Pour0<i,j<2 ona:
(P,P) = / P(t)’e”"dt > 0. o boo
o (X’aX’>:/ e At =T(i+j+1)=(i+j)
Par continuité et positivité de la fonction t — P(t)%e™¢, I'égalité (P, P) = 0 0
implique P(t)%e™* = 0 donc P(t) = 0 pour tout t € [0,+00[. Le polyndme P, qui
présente alors une infinité de racines, est nécessairement nul. Ainsi I'application
(-,-) est définie-positive et constitue donc un produit scalaire.
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Exercice 20 Exercice 20
Question 3.b Question 4

Le projeté orthogonal T de X2 sur le sous-espace vectoriel F = Ry[X] est
caractérisé par les conditions :

{I’l € Ry[X]
2 .
X2 =N L RX] Par théorame,
La premiere condition exprime I'existence de deux réels ap et by tels que +00 )
M = apX + by et la seconde s'écrit alors d= aipefk/ (t? — at — b)%e tdt = aitl;lEfR X2 = (ax + b)||
3 o )
X2-Nnl1 X2—aoX—bg,1>:0 . 2 2 > 2 > 2
ferntx = {Hzmd™ N S P PR

{ao (X,1) + bo (1,1) = (X2, 1)
ag (X, X) + bo (1, X) = (X2, X)

a0+ b =2 a0 =4
220+ by =6 bp=—2"

Le projeté orthogonal de X2 sur R;[X] est donc M = 4X — 2.
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Exercice 21

On munit M,(R) de son produit scalaire canonique
(B,C) e M(R)?— (B,C)= 3 bijcij,
1<ij<n

VB = (bijhi<ij<n € Ma(R), [Bll= | > b7
1<ij<n

On a alors, sous réserve d'existence,

inf ij—mij)? = inf |A—M|?
nh'éng%gn(a” mij)° = inf | I

pour lequel :

ol H est un hyperplan de M,(R) comme noyau de la forme linéaire non nulle
M = (mi)j)icij<n € Ma(R) — 55 mij,
1<ij<n
ou comme orthogonal de la droite D dirigée par la matrice 1, dont tous les
coefficients sont égaux a 1.
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Exercice 22

Pour (x,y) € R? ona:
Foy) = (2x —y — 1V + (x + 3 + (x—y — 1 = | AX - B?

ou :
2 -1 1
A=|1 0], B=[-3]| et X=<X),
1 -1 1 Y

Comme A est de rang 2, égal a son nombre de colonnes, la fonction f admet donc
par théoreme un minimum sur R?, atteint en un unique point donné par la
pseudo-solution Xy du systeme linéaire AX = B. Celle-ci correspond a |'unique
solution du systeme de Cramer "AAX = 'AB. Les calculs donnent

taa_ [ 6 =3 trn_ [0
= (5, )« we- ("),
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Exercice 23

Question 1

Pour (m,p) € R?, on a

3

3(m, p) = ¥ (vi — mx; — p)? = [|AX - BJ

ol
x 1 n
Co L € Mpa(R)
xn 1 Yn
et ||-|| désigne la norme euclidienne canonique sur M,(R).

Comme la matrice A est de rang 2 (car les x;, 1 < i < n, ne sont pas tous égaux),
égal a son nombre de colonnes, il existe par théoreme un unique couple (m, p)
minimisant la quantité §(m, p), qui correspond a I'unique pseudo-solution du
systeme AX = B.
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Q2
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On a alors par théoreme 'existence et la valeur de :
5= inf 1A~ M| = d(A, H? = | A~ pu(A)|" = lpo(A)

2
=[G gl = G = 2 (5, )
(]

<ij<n
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La résolution du systéme linéaire

6x —3y =0

t _t
AAX ='AB = {—3x+2y:—2

conduit alors au point (xo, yo) = (—2, —4) en lequel f présente un minimum, égal
a3
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Exercice 23

Question 2

La droite de régression de y en x du nuage de points donné est la droite d’équation
y = mx + p ol (m, p) est I'unique solution du systeme linéaire AAX = 'AB ol

1 1

0 1 -1 m
A= > 1| 5 et X-(p).
1

vo)
Il

Le calcul donne

taa_ [0 2 tan_ (8
= (02 e ()
et le systéme s'écrit donc

6m+2p =8 m:%

2m+4p=1 p=-13

La droite de régression de y en x a donc pour équation y = %x - %
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