Produits scalaires et orthogonalité
Feuille d’exercices

1. Justifier que application
ESY
¢ ((xb y1)s (%2, Y2)> > 4x13 — X1y + %Y+ iy

est une forme bilinéaire sur R?, préciser si elle est symétrique, positive, définie-positive
puis déterminer sa matrice en base canonique et, en proposant deux méthodes, dans
la base formée par les vecteurs e; = (1,1) et e; = (1, 2).

2. Méme question dans R?® avec I'application

XXy — X1Y2 — X2 Y1 + SV1)2

(v, 20), (0, Y, 22)) —
4 ((1)/1 ), (32 2 2)) +2012 + 2021 + 2125

et les vecteurs e; = (0,1,1), e, = (2,0,1) et e3 = (3,0, 1).

Soit ¢ la forme bilinéaire canoniquement associée a la matrice

A= (1 _3> :
1 2
Justifier que X — +/¢(X, X) définit une norme euclidienne sur M, ; (R).

Pour n > 2 donné, on considére 'ensemble E des polynémes P € R,[X] tels que P(0) =
& P(1) = 0. Soit ¢ : E x E — R l'application définie par :

1
VP.QEE  ¢(P,Q) = — / P(x)Q" (x) dx.

1. Montrer que E est un espace vectoriel.
2. Montrer que ¢ définit un produit scalaire sur E. Expliciter la norme euclidienne asso-
ciée.

Soient E un espace vectoriel réel muni d’un produit scalaire (-,-) et f : E — E une
application.

1. Montrer que si
V(x,y) € B,

alors f est un endomorphisme de E.

<f(x)vf(J/)> = <xv y>v

2. En déduire que si

V(x,y) €EL If() = f@)ll = lly ==,
alors f est un endomorphisme affine de E : il existe y; € E et ¢ € L(E) tel que, pour
tout x € E, f(x) = yo + o(x).
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Soit n > 1 un entier.
1. Montrer que :

2. Montrer plus généralement que :

Vk e IN¥,

nook Kkin+1
n<2%<n~{/ .
i=1 2
11

@Montrer que si x, y, z € R sont tels que x* 4 2y* + 3z° < 1, alors (x + y + z)* < 4.
RS
Pour n € IN* donné, déterminer les n-uplets (xi, . .., x,) de réels tels que

x1_|_...+xn:x12_|_...+x’21:n.

Montrer que :
q

(S

VA = (ai,j)lgingn S MH(R), |tI’A| g \/ﬁ

Z< ai;

1<i,j<n

et étudier le cas d’égalité.

E Montrer que pour toute fonction f : [0, 1] — R continue, on a :

- ’/1 f(2) dt‘gﬁ /1 F@ 4

142 2 1+ ¢

| Y ar| < ”ZIHZ\//I UP g
o 1+t 2 o 1+t

Etudier les cas d’égalité.

et

Soient a < bréels et f : [a, b] — R de classe €™ telle que f(a) = 0. Montrer que :

wrelatl o< ([ o a)

b — a)? b
/af(t)Zdt<(bZ)/a f/(t)*dt.

Soient f,g& : [0,1] — R deux fonctions continues telles que pour tout t € [0, 1],

f(t)g(t) > 1. Montrer que :
(/Olf(t) dt) (/Olg(t)dt) >0

& : application

et en déduire que :

& : difficile % : classique
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Soit X une variable aléatoire a valeurs dans IN* admettant une espérance. Montrer que :
1 1
= <B(g).
EX) = \X

Pour a > 0 donné, on considére la matrice A = (a;;)1<ij<n € My(R) de coefficient
générique
elitie _ 1

ai’j:Tj, 1<l7]<n

1. Montrer que :
1 n 2
VX € My (R), 'XAX = a/ ( > ek‘“xk) dt
0 “k=1

et en déduire que la matrice A est symétrique définie positive.

2. En utilisant la formule précédente, montrer que :
2ne lt
—XX.
2

VX € M, (R), 'XAX < &

Soit A € M,,(R) une matrice antisymétrique.
* Montrer que pour tout X € M, ;(R), "XA’X < 0 et en déduire que les valeurs propres de
A? sont négatives ou nulles.

Soit A € M,, ,(R). Montrer que Ker A = Ker ‘AA et en déduire que rg A = rg‘AA.
*

Soit E un espace vectoriel de dimension n > 2 muni d’un produit scalaire (-, -). On consi-
dére une famille (e, ..., e,) de vecteurs unitaires de E telle que ||e; — ¢;|| = 1 pour tous
i j.
Montrer que (ej, ..., e,) est une base de E.

On munit E = R” de son produit scalaire canonique. Soient a € R* et u € R” un vecteur
unitaire.

1. Montrer que f : x € E — x + a(u, x) u est un endomorphisme de E.

2. Déterminer les éléments propres de f et décider si cet endomorphisme est diagonali-
sable.

Dans I’espace vectoriel R* muni de son produit scalaire canonique, on considére les vec-
S teurs

1
€ = 7(15 _15 1a _1)

1
=-(1,1,1,1
€ 2(aa7)7 2

1
e = 5(1,1,—1,—1).

1. Démontrer que la famille (e;, e,, e;) est orthonormale.

2. Déterminer les vecteurs e tels que la famille (e, e;, €3, e;) soit une base orthonormale
de R*.

Dans l'espace vectoriel E = R3[X] muni du produit scalaire canonique, déterminer une
% base orthogonale de I'orthogonal du sous-espace vectoriel F = Vect(1 + X — X?).

Soient trois vecteurs de Ms ; (R) :
U="(1 1 0), U,="(-1 0 1) et Us='(2 1 0).

1. Montrer que U = (Uy, U,, Us) est une base de Mj ; (R). Est-elle orthonormale pour le
produit scalaire canonique ?

2. Montrer qu’il existe un unique produit scalaire ¢ sur M; ;(R) pour lequel elle est or-
thonormale.

Soient (ey, . . ., €,) une base orthonormale d’un espace euclidien E et n vecteurs uy, . . ., u,
de E tels que : "
> Jlull* < 1.
i=1

s An) € R,

n 2 n 2 n 9
> A< (2 A2) (3 il
i=1 i=1 i=1

1. Montrer que pour (A4, ...

2. En déduire que la famille (e; + ;) est une base de E.

On considére 'espace vectoriel E = %'([a, b], R) des fonctions réelles continues sur le
segment [a, b] (a < b réels) muni du produit scalaire usuel.

1. Soit f € E. Justifier qu’il existe une unique fonction g de classe € sur [a, b| telle que
g" = fetg(a) = g(b) = 0. Montrer qu’alors :

b b
[ swswae=- [ gwrar

2. Déterminer I'orthogonal du sous-espace F des fonctions de classe ¢ sur [a, b]. Com-
menter.

Polynémes de Tchebychev
*  On définit la suite (T,) e des polynomes de Tchebychev par les termes initiaux Ty = {'et
T; = X ainsi que la relation de récurrence :

Vne IN, Tn+2 = 2XTn+1 — Tn.

1. a. Calculer T, et Ts.
b. Déterminer le degré et le coefficient dominant de T, pour n € IN,
c. Montrer que :
YnelN, VxeR, T,(cosx)= cosnx.
Remarque. La propriété de la question c. est caractéristiqué des polynémes de Tcheby-
chev. En utilisant cette formule ainsi que celles de Moiyze et du binéme de Newton, il
est possible d’expliciter les coefficients de T,.
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2. a. Pour P € R[X], justifier la convergence de I'intégrale

1
P(t
/ PO g
1 V11—t
b. Montrer que I'application

(P,Q) — (P,Q) :/_13?(:)7(3&

définit un produit scalaire sur R[X].

3. Soit n € IN.
a. Montrer que la famille (T, Ty, ..., T,) est une base orthogonale de R, [X]. Est-elle
orthonormale ?
b. Calculer || T,|| puis (T,,X").

Familles obtusangles (oral ESCP 2011, extrait)

% Soit E un espace vectoriel muni d’un produit scalaire (-, -). On dit qu’une famille (uy, . . ., up)
de vecteurs de E est obtusangle si, pour tout i # j € [1, p]|, (u;, u;) < 0 (ce qui impose aux
vecteurs d’étre tous non nuls).

On veut montrer par récurrence que si une famille de p > 2 vecteurs est obtusangle, alors
toute sous-famille de p — 1 vecteurs est libre.
1. Etablir la propriété pour p = 2.

2. On suppose la propriété vérifiée pour toute famille obtusangle de p+1 > 2 vecteurs et

on souhaite la démontrer pour une famille obtusangle (uy, . . ., u,42) de p+2 vecteurs.
On suppose a cet effet que la sous-famille (uy, ..., up41) est liée.
a. Montrer qu’il existe A,...,A, € R tels que

p
> Mk (Uptr, ug) > 0.
k=1

b. En déduire qu’il existe k € [1, p] tel que Ay < 0 et montrer que I'on peut supposer

k=p.
c. En considérant la famille (y, ..., yp4+1) définie par :
Vie[t,p—1], = u, Yp = Up+1 — Apllp, Ypt+1 = Up+t2,
exhiber une contradiction.
d. Conclure.
———>- O DO
Programmation :

> Classe: 2,7, 10, 14, 15, 16, (17), 19, 20, 21, 22
> TD:1,3,6,8,18
> DL:23



ECS2 - Lycée La Bruyére, Versailles Exercices Produits scalaires et orthogonalité - 4

Indications 3. b. On pourra écrire T, = a,X" + Q, ot degQ, < n.

Déterminer une forme bilinéaire symétrique définie-positive  telle que pour tout X €
M, (R), (X, X) = ¢(X, X).

2. Montrer que :
WP,0 cRoXl,  0(P,Q) = /O P ()0 (x) dx.
1. Pour x,y € Eet A € R, développer ||f(x + y) — f(x) — F(3)||* et | f(Ax) — Af(x)]?
a l’aide de 'hypotheése.

2. A l'aide de Iidentité de polarisation, appliquer le résultat de la question 1.4 f — £(0).
1. Appliquer I'inégalité de Cauchy-Schwarz dans R".
@ Appliquer I'inégalité de Cauchy-Schwarz dans R>.
Utiliser le cas d’égalité dans I'inégalité de Cauchy-Schwarz.
Appliquer I'inégalité de Cauchy-Schwarz.
@ Utiliser 'inégalité de Cauchy-Schwarz dans un espace fonctionnel.

Utiliser 'inégalité de Cauchy-Schwarz dans un espace fonctionnel.

Utiliser I'inégalité de Cauchy-Schwarz dans un espace fonctionnel.

2. Observer que :

1
V(i) € [Lal?,  ay =« / (et gy,
0

Ecrire A? sous la forme A2 = —AA.

Montrer que (e;, ¢;) = 1/2 pour tous i # j et en déduire que la famille (e, ..., e,) est
libre.

2. Ecrire les conditions (e, e;) = (e, e,) = (e, es) = 0 sous la forme d’un systéme
d’inconnue e;.

Construire une base (P, P, P;) par récurrence : choisir Px;; non nul et orthogonal a
1+ X — X3 Py,...,P; (au besoin, écrire ces relations d’orthogonalité sous la forme d’un
systeme d’inconnue les coefficients de Py ).



