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ECS2 – Lycée La Bruyère, Versailles
Année 2019/2020

Produits scalaires et orthogonalité
Feuille d’exercices

1
�

1. Justi�er que l’application

' :
(
(x1, y1), (x2, y2)

)
7−→ 4x1x2 − x1y2 + x2y1 + y1y2

est une forme bilinéaire surR2, préciser si elle est symétrique, positive, dé�nie-positive
puis déterminer sa matrice en base canonique et, en proposant deux méthodes, dans
la base formée par les vecteurs e1 = (1, 1) et e2 = (1, 2).

2. Même question dans R3 avec l’application

 :
(
(x1, y1, z1), (x2, y2, z2)

)
7−→ x1x2 − x1y2 − x2y1 + 5y1y2

+2y1z2 + 2y2z1 + z1z2

et les vecteurs e1 = (0, 1, 1), e2 = (2, 0, 1) et e3 = (3, 0, 1).

2 Soit ' la forme bilinéaire canoniquement associée à la matrice

A =

(
1 −3
1 2

)
.

Justi�er que X 7−→
√
'(X,X) dé�nit une norme euclidienne sur M2,1(R).

3
�

Pour n > 2 donné, on considère l’ensemble E des polynômes P ∈ Rn[X] tels que P(0) =
P(1) = 0. Soit ' : E× E −→ R l’application dé�nie par :

∀P,Q ∈ E, '(P,Q) = −
∫ 1

0
P(x)Q′′(x) dx.

1. Montrer que E est un espace vectoriel.
2. Montrer que ' dé�nit un produit scalaire sur E. Expliciter la norme euclidienne asso-

ciée.

4 Soient E un espace vectoriel réel muni d’un produit scalaire 〈·, ·〉 et f : E −→ E une
application.
1. Montrer que si

∀(x, y) ∈ E2,
〈
f (x), f (y)

〉
= 〈x, y〉 ,

alors f est un endomorphisme de E.
2. En déduire que si

∀(x, y) ∈ E2, ‖f (y)− f (x)‖ = ‖y − x‖ ,
alors f est un endomorphisme a�ne de E : il existe y0 ∈ E et ' ∈ L(E) tel que, pour
tout x ∈ E, f (x) = y0 + '(x).

5 Soit n > 1 un entier.
1. Montrer que :

n2 6
( n∑
i=1

√
i
)2

6
n2(n+ 1)

2
.

2. Montrer plus généralement que :

∀k ∈ N∗, n 6
n∑

i=1

2k
√
i 6 n · 2k

√
n+ 1

2
.

6
�

Montrer que si x, y, z ∈ R sont tels que x2 + 2y2 + 3z2 6 1, alors (x + y + z)2 6 11
6 .

7 Pour n ∈ N∗ donné, déterminer les n-uplets (x1, . . . , xn) de réels tels que

x1 + · · ·+ xn = x2
1 + · · ·+ x2

n = n.

8
�

Montrer que :

∀A = (ai,j)16i,j6n ∈ Mn(R), |tr A| 6
√
n
√ ∑

16i,j6n
a2
i,j

et étudier le cas d’égalité.

9
�

Montrer que pour toute fonction f : [0, 1] −→ R continue, on a :∣∣∣ ∫ 1

0

f (t)
1 + t2 dt

∣∣∣ 6 √π

2

√∫ 1

0

f (t)2

1 + t2 dt

et ∣∣∣ ∫ 1

0

√
tf (t)

1 + t2 dt
∣∣∣ 6 √2 ln 2

2

√∫ 1

0

f (t)2

1 + t2 dt.

Étudier les cas d’égalité.

10 Soient a < b réels et f : [a, b] −→ R de classe C 1 telle que f (a) = 0. Montrer que :

∀x ∈ [a, b], f (x)2 6
(∫ x

a
|f ′(t)| dt

)2

et en déduire que : ∫ b

a
f (t)2 dt 6

(b − a)2

2

∫ b

a
f ′(t)2 dt.

11 Soient f , g : [0, 1] −→ R deux fonctions continues telles que pour tout t ∈ [0, 1],
f (t)g(t) > 1. Montrer que : (∫ 1

0
f (t) dt

)(∫ 1

0
g(t) dt

)
> 1.

� : application ♣ : di�cile F : classique
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12 Soit X une variable aléatoire à valeurs dansN∗ admettant une espérance. Montrer que :
1

E(X)
6 E

( 1
X

)
.

13 Pour α > 0 donné, on considère la matrice A = (ai,j)16i,j6n ∈ Mn(R) de coe�cient
générique

ai,j =
e(i+j)α − 1

i + j
, 1 6 i, j 6 n.

1. Montrer que :

∀X ∈ Mn,1(R),
tXAX = α

∫ 1

0

( n∑
k=1

ekαtxk
)2

dt

et en déduire que la matrice A est symétrique dé�nie positive.
2. En utilisant la formule précédente, montrer que :

∀X ∈ Mn,1(R),
tXAX 6

e2nα − 1
2

tXX.

14
F

Soit A ∈ Mn(R) une matrice antisymétrique.
Montrer que pour tout X ∈ Mn,1(R), tXA2X 6 0 et en déduire que les valeurs propres de
A2 sont négatives ou nulles.

15
F

Soit A ∈ Mn,p(R). Montrer que Ker A = Ker tAA et en déduire que rg A = rg tAA.

16 Soit E un espace vectoriel de dimension n > 2 muni d’un produit scalaire 〈·, ·〉. On consi-
dère une famille (e1, . . . , en) de vecteurs unitaires de E telle que ‖ei − ej‖ = 1 pour tous
i 6= j.
Montrer que (e1, . . . , en) est une base de E.

17 On munit E = Rn de son produit scalaire canonique. Soient a ∈ R∗ et u ∈ Rn un vecteur
unitaire.
1. Montrer que f : x ∈ E 7−→ x + a 〈u, x〉 u est un endomorphisme de E.
2. Déterminer les éléments propres de f et décider si cet endomorphisme est diagonali-

sable.

18
�

Dans l’espace vectoriel R4 muni de son produit scalaire canonique, on considère les vec-
teurs

e1 =
1
2
(1, 1, 1, 1), e2 =

1
2
(1,−1, 1,−1) e3 =

1
2
(1, 1,−1,−1).

1. Démontrer que la famille (e1, e2, e3) est orthonormale.
2. Déterminer les vecteurs e4 tels que la famille (e1, e2, e3, e4) soit une base orthonormale

de R4.

19
�

Dans l’espace vectoriel E = R3[X] muni du produit scalaire canonique, déterminer une
base orthogonale de l’orthogonal du sous-espace vectoriel F = Vect(1 + X− X3).

20 Soient trois vecteurs de M3,1(R) :

U1 =
t (1 1 0

)
, U2 =

t (−1 0 1
)

et U3 =
t (2 1 0

)
.

1. Montrer que U = (U1,U2,U3) est une base de M3,1(R). Est-elle orthonormale pour le
produit scalaire canonique ?

2. Montrer qu’il existe un unique produit scalaire ' sur M3,1(R) pour lequel elle est or-
thonormale.

21 Soient (e1, . . . , en) une base orthonormale d’un espace euclidien E et n vecteurs u1, . . . , un
de E tels que : n∑

i=1
‖ui‖2

< 1.

1. Montrer que pour (λ1, . . . , λn) ∈ Rn,∥∥∥ n∑
i=1

λiui
∥∥∥2

6
( n∑

i=1
λ2
i

)( n∑
i=1
‖ui‖2

)
.

2. En déduire que la famille (ei + ui)ni=1 est une base de E.

22 On considère l’espace vectoriel E = C ([a, b],R) des fonctions réelles continues sur le
segment [a, b] (a < b réels) muni du produit scalaire usuel.
1. Soit f ∈ E. Justi�er qu’il existe une unique fonction g de classe C 2 sur [a, b] telle que

g′′ = f et g(a) = g(b) = 0. Montrer qu’alors :∫ b

a
f (t)g(t) dt = −

∫ b

a
g′(t)2 dt.

2. Déterminer l’orthogonal du sous-espace F des fonctions de classe C 1 sur [a, b]. Com-
menter.

23
F

Polynômes de Tchebychev
On dé�nit la suite (Tn)n∈N des polynômes de Tchebychev par les termes initiaux T0 = 1 et
T1 = X ainsi que la relation de récurrence :

∀n ∈ N, Tn+2 = 2XTn+1 − Tn.

1. a. Calculer T2 et T3.
b. Déterminer le degré et le coe�cient dominant de Tn pour n ∈ N.
c. Montrer que :

∀n ∈ N, ∀x ∈ R, Tn(cos x) = cos nx.
Remarque. La propriété de la question c. est caractéristique des polynômes de Tcheby-
chev. En utilisant cette formule ainsi que celles de Moivre et du binôme de Newton, il
est possible d’expliciter les coe�cients de Tn.
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2. a. Pour P ∈ R[X], justi�er la convergence de l’intégrale∫ 1

−1

P(t)√
1− t2

dt.

b. Montrer que l’application

(P,Q) 7−→ 〈P,Q〉 =
∫ 1

−1

P(t)Q(t)√
1− t2

dt

dé�nit un produit scalaire sur R[X].
3. Soit n ∈ N.

a. Montrer que la famille (T0,T1, . . . ,Tn) est une base orthogonale deRn[X]. Est-elle
orthonormale ?

b. Calculer ‖Tn‖ puis 〈Tn,Xn〉.

24
♣

Familles obtusangles (oral ESCP 2011, extrait)
Soit E un espace vectoriel muni d’un produit scalaire 〈·, ·〉. On dit qu’une famille (u1, . . . , up)
de vecteurs de E est obtusangle si, pour tout i 6= j ∈ J1, pK, 〈ui, uj〉 < 0 (ce qui impose aux
vecteurs d’être tous non nuls).
On veut montrer par récurrence que si une famille de p > 2 vecteurs est obtusangle, alors
toute sous-famille de p − 1 vecteurs est libre.
1. Établir la propriété pour p = 2.
2. On suppose la propriété véri�ée pour toute famille obtusangle de p+1 > 2 vecteurs et

on souhaite la démontrer pour une famille obtusangle (u1, . . . , up+2) de p+2 vecteurs.
On suppose à cet e�et que la sous-famille (u1, . . . , up+1) est liée.
a. Montrer qu’il existe λ1, . . . , λp ∈ R tels que

p∑
k=1

λk
〈
up+1, uk

〉
> 0.

b. En déduire qu’il existe k ∈ J1, pK tel que λk < 0 et montrer que l’on peut supposer
k = p.

c. En considérant la famille (y1, . . . , yp+1) dé�nie par :

∀i ∈ J1, p − 1K , yi = ui, yp = up+1 − λpup, yp+1 = up+2,

exhiber une contradiction.
d. Conclure.

Programmation :
â Classe : 2, 7, 10, 14, 15, 16, (17), 19, 20, 21, 22
â TD : 1, 3, 6, 8, 18
â DL : 23
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Indications
2 Déterminer une forme bilinéaire symétrique dé�nie-positive  telle que pour tout X ∈

M2,1(R), '(X,X) =  (X,X).

3 2. Montrer que :

∀P,Q ∈ Rn[X], '(P,Q) =

∫ 1

0
P′(x)Q′(x) dx.

4 1. Pour x, y ∈ E et λ ∈ R, développer ‖f (x + y)− f (x)− f (y)‖2 et ‖f (λx)− λf (x)‖2

à l’aide de l’hypothèse.
2. À l’aide de l’identité de polarisation, appliquer le résultat de la question 1. à f − f (0).

5 1. Appliquer l’inégalité de Cauchy-Schwarz dans Rn.

6 Appliquer l’inégalité de Cauchy-Schwarz dans R3.

7 Utiliser le cas d’égalité dans l’inégalité de Cauchy-Schwarz.

8 Appliquer l’inégalité de Cauchy-Schwarz.

9 Utiliser l’inégalité de Cauchy-Schwarz dans un espace fonctionnel.

10 Utiliser l’inégalité de Cauchy-Schwarz dans un espace fonctionnel.

11 Utiliser l’inégalité de Cauchy-Schwarz dans un espace fonctionnel.

13 2. Observer que :

∀(i, j) ∈ J1, nK2
, ai,j = α

∫ 1

0
e(i+j)αt dt.

14 Écrire A2 sous la forme A2 = −tAA.

16 Montrer que 〈ei, ej〉 = 1/2 pour tous i 6= j et en déduire que la famille (e1, . . . , en) est
libre.

18 2. Écrire les conditions 〈e1, e4〉 = 〈e2, e4〉 = 〈e3, e4〉 = 0 sous la forme d’un système
d’inconnue e4.

19 Construire une base (P1, P2, P3) par récurrence : choisir Pk+1 non nul et orthogonal à
1 + X− X3, P1, . . . , Pk (au besoin, écrire ces relations d’orthogonalité sous la forme d’un
système d’inconnue les coe�cients de Pk+1).

23 3. b. On pourra écrire Tn = anXn + Qn où deg Qn < n.


