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La fonction f est représentée ci-dessous

o 1
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La fonction de répartition

0 six<O0
. 2 "
F:ixeRr— {175 5{0<><<1
1 six>1
est représentée ci-dessous :
1
o 1

Remarque. On constate que F est de classe ¢ sur R sauf en 0 et 1.
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D’apres le théoréme de transfert,

+o0 1
E((1+X)?) =/ (L + OPF(t)dt =/ 2dt=2
—o0 0
d'ol I'on déduit, d'apres la formule de Koénig-Huygens, I'expression de
V(X) = B(X?) - B(X)? = B((X +1)?) — 2E(X) — 1 - E(X)? = 2 — 4(In2)%.
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Exercice 1
Question 1

La fonction f est une densité de probabilité si, et seulement si :
o f est continue sur R, sauf peut-&tre en un nombre fini de points;

o f est positive;

400

o l'intégrale [~ f(t)dt converge et vaut 1.

La premiere condition est satisfaite, la seconde I'est si, et seulement si, ¢ > 0.
Enfin, I'intégrale [*>° £(t) dt converge car f est continue sur le segment [0, 1] et

o0
nulle en dehors, avec

—+00 1
Lw f(t)dt:/o (lJ:t)Zdtz

= sl

La fonction f est donc une densité si, et seulement si, ¢ = 2.
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Exercice 1
Question 2

La fonction de répartition F est donnée par :
VxeR, F(x)= /
—c

@ Six <0,

e Sio<x<1,

0 X 2dt 2x
F(x) = dt —_— =
) /,mo +/0 (1+1¢t)? 1+x

0 1o2dt x
Fx)= [ odt £ 0dt = 1.
) /,m +/0 (1+t)2+/1
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Exercice 1

Question 3

Ona: .
]P(nggl):/ F(t)de = 1.
0

La variable X est donc presque siirement bornée et admet a ce titre des moments
a tous ordres.
En particulier,

+00 1
E(X) [ tf(t)dt:Z/O ﬁdt

o1 1
=2 (— - ——)dt=2In2-1
/0(1+t (t+1)2) "
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Exercice 2

Question 1

La fonction f est continue sur |—o0, 0[ et ]0, +oc[ (donc sur R sauf en un nombre
fini de points) et positive. Par ailleurs, on a trivialement la convergence de

-0
/ f(t)dt=0
—
et on obtient sans difficulté
x x
/ f(t)dt = / te 2de = [e P =1 et 1
0 ) x—+00

d'ou la convergence et la valeur de

o0

/ f(t)dt =1.
—oc

Toutes les conditions sont donc réunies pour que f soit une densité de probabilité.
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Une bréve étude de la fonction f permet d’en esquisser le graphe :

o 1
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Ci-dessous la représentation graphique de la fonction de répartition
six<0

0
F:
XE]R)_>{1—E”‘Z/2 six>0

o 1
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Le changement de variable affine u = % donne alors :

+o0 2 400 ) T
]E(X):/ e”/zdt:\/i/ e du:\/;.
0 0

On justifie I'existence et on calcule de méme

+oo +oo )
E(X?) = / 2F(t)dt = / e~t/24dt
0 0
+o0
= [~ 42 / te/2de =2
Jo
La formule de Koénig-Huygens donne alors :
V(X) = B(X?) — E(X)? =2 — g

Remarque. Les intégrales IE(X) et I5(X?) peuvent aussi étre calculées grace au
changement de variable v = t2/2 puis en se rapprochant de la fonction .
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Ainsi Y a pour fonction de répartition

siy<0

0
FY'yERH{l—e*Y/Z siy>0

Cette fonction est continue sur R (méme en 0) et de classe 4™ sur ]—o0, 0] et
10, +00[ (donc sur R sauf en un nombre fini de points). La variable Y est donc a
densité, de densité (par exemple)
0 siy<0
fy : .
y:yeR+— {%e‘”z Siy>0
On reconnait la densité de la loi £(3).

Remarque. On peut conclure plus tot si on reconnait la fonction de répartition de
la loi £(3).

[ b2 B

Exercice 2
Question 2

La fonction de répartition F de X est de classe €™ sur ]—oo, 0] et |0, +o0o[ avec
F" = f. Elle est donc constante sur |—oo, 0], égale a sa limite en —oc0 :

Vx>0, F(x)=limF=0.
—oc
Vu le calcul de primitive de la question a., il existe une constante C telle que :

Vx>0, F(x)=C-— e /2,

La constante C = 1 peut &tre obtenue par passage a la limite lorsque x — +o0.
Remarque. La constante C peut aussi étre déterminée en utilisant la continuité de
F en 0 et les expressions de F sur |—oo, 0[ et |0, +ool.
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Exercice 2
Question 3

La fonction f est nulle au voisinage de —occ et I'on a

1
< =x2%e X2 =o( = ,
0 < xf(x) = x%e O(xz)’ X = +00,

d'ol la convergence de I'intégrale ffoc tf(t)dt par comparaison a I'intégrale de

oo
Riemann convergente [; %} et I'existence de I'espérance

+o0 +oo )
]E(X):/ tf(r)dt:/U t?e /2 dt.

o
Pour le calcul de IE(X), on procéde par intégration par parties sur un segment
[0.x] [0, +o0[

/x e 2 dt = /x tote "/ 2dr = [~re /7 4 /X e 4.
0 0 0

En passant a la limite (qui existe) lorsque x — 400, on obtient :

too
E(X) :/0 e ?2qs,

Travaux dirigés

Année 2019/2020 12 /86

Exercice 2

Question 4

Poury <0,0na P(Y <y)=P(X2<y)=
Pour y >0, il vient :

(Y <y) = P(X? <y) = P(X| < )

Or .
P(X < 0) =/ F(t)dt = 0

et X est presque slirement positive. D'ou :
P(Y <y)=P(X <Vy) = Fx(vy) =1-e /2.
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Exercice 4

Question 1.a

Soient n > 1 et m > 1. Tout d’abord I'intégrale 3(n, m) est bien définie car la
fonction t — t"~1(1 — t)™! est continue sur le segment [0,1].

Le changement de variable affine u = 1 — t donne 3(n, m) = 3(m, n).

Puis, si m > 2, les fonctions t — (1 — t‘)””1 et t —» t" sont de classe €7 sur le
segment [0, 1]. Une intégration est donc possible :

B(n, m) m-1

l[t"(l - t)’"’l}l + /1 t"(1 - t)™2dt
n 0 o

n

= mTilﬂ(nJrl,mfl)‘
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Exercice 4
Question 1.b

On démontre par récurrence sur m > 1 le prédicat :
(m—=1){(n—1)!

>
vn>1, (n+m—1)!

B(n, m) =
Le résultat est vrai pour m=1:

! 1

Vn>1, fB(n1) =/ t"lde = .

o n

Si, pour m > 2, le résulat est acquis jusqu’au rang m — 1, alors pour tout n > 1 :

m=1 (m=2)lnt  (m-1)/(n—1)!
n (n+m—1)! (n+m—1)!

et le résultat est démontré au rang m. On conclut par le principe de récurrence.

B(n, m) = ’"T’lﬁ(w Lm-1)=

Travaux dirigés
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Exercice 4
Question 2.b

La densité f, , étant a support borné, la variable X est presque slirement bornée.
Elle admet donc des moments a I'ordre 1 et 2, c'est-a-dire une espérance et une
variance.

Ona:
oo 1
E(X):[ ‘ tanm(t)dt:ﬁ/o t"(1 - )™ tde
_Bn+1,m)  (m-=1n! (n+m-1)!  n
= B(nm)y  (n+m)! (m=1(n—1)! n+m

Travaux dirigés
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Exercice 5

Question 1.a

La fonction proposée est continue (3 droite) et croissante sur R et vérifie

lim F(x)=0 t lim F(x) = 1.

L P =0 e T F)

C'est donc une fonction de répartition. Comme elle est de plus (continue et) de
classe ¢ sur R, toute variable X de fonction de répartition F est 3 densité
donnée par

—x

. /() — __©
fixr— F'(x) = Tre
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Exercice 5

Question 1.c

La densité de X étant paire (si, si), I'espérance de X est nulle. On peut aussi
obtenir le résultat par intégration par parties puis changement de variable u = ef.

Travaux dirigés
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Exercice 4

Question 2.a

La fonction f, m est continue sur R\ {0,1}, positive, et on a par définition :

oo _ 1 ! n—1 m—1 —
[w f"'m(t)dti/i(n,m)/o "N 1-1t) dt=1.

La fonction f, ,, est donc une densité de probabilité.

Travaux dirigés
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De méme, X admet pour moment d’ordre 2
+o00 1
E(X?) = [m 2, m(t) dt = ﬁ/{) (1 - )™ tdt
B(n+2,m) (m—1)(n+1)!
B(n, m) (n+m+1)!
_ n(n+1)
T (n+m+1)(n+m)
et donc pour variance :

V(X) = E(X?) - B(X)* =

(n+m—1)!
(m=1){(n—1)!

nm
(n+m)2(n+m+1)

Travaux dirigés
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Exercice 5
Question 1.b

Pour k € {1,2}, on a
1
thF(t) ~ the It = O(TZ)’ t — +oo,
— - B oo Lk .
d'ou I'on déduit que I'intégrale f_oo t*f(t) dt converge par comparaison aux

intégrales de Riemann convergentes f:; dt/t? et flﬂ(‘ dt/t?. Ainsi X admet des
moments d’ordres 1 et 2 donc une espérance et une variance.

Travaux dirigés
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Exercice 5

Question 2.a

Une étude de la fonction

e +1
ex—1
permet d’en dresser le tableau de variations :

QX —

X —o0 0 +00

-1 +o00
[ \ . \ )

Il en résulte que ¢ est bijective de R sur ]—oo, —1[ U]1, +-00] et que :
P(p Y (y) <X <0) siy<-—1
P(X < 0) si-1<y<1
P(X<0)+P(XZ¢!(y) siy>1

vy eR, P(Y<y)

Travaux dirigés
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La fonction de répartition de Y = ¢(X) s'exprime donc en fonction de celle de X :
F(0) — F((,o’l(y)) siy<-—1
Yy eR, Fy(y)= F(0) si—-1<y<1
F(0)+1—F(¢7‘1(y)) siy>1

On obtient sans difficulté I'expression de

1
vy € oo, AU +ocl, ) =T
ce qui permet de préciser celle de Fy :
- siy<-1
Fy:yeR+— % si—-1<y<1
1- i siy>1

Cette fonction est continue sur R (méme en —1 et en 1) et de classe € sur
R\ {—1,1}, si bien que Y est a densité donnée par

0 si-1<y<1

friyeRi— {i sinon
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Exercice 6

Question 1

La variable X admet pour densité

11 si-2<x<1

fx : R— = . SO

XX & 310 sinon

La variable X (ainsi donc que ses puissances) étant presque siirement bornée, elle
admet des moments 2 tous ordres. Par suite, X2 admet des moments d’ordre 1 et

2, donc espérance et variance. D'aprés le théoreme de transfert,

B(Z) = B(X?) = /m 2h(t)dt = %/1 2dr—1
2

et
N . +00 . 11 . 11
E(Z%) = E(X*) = tfx(t)dt:§ tdt:?
—oc -2

d'ol, d'aprés la formule de Huygens :

V(2) =B(Z%) - B(Z) =

6
e
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La variable Z est donc a densité, avec par exemple pour densité :

3% si0<z<1
fz:ze Rr— 5z sil<z<4
0  sinon

Cette densité permet de retrouver |'espérance et la variance de Z :

E(Z)=/_+mffz(t)dt=%/leftdwr%/:ﬂdt:1

oo

oo 1t 1 11
]E(Zz):/ t2fz(t)dt:§/o t3/2dt+6/1 t3/2dt:?

Travaux dirigés Année 2019/2020 29 / 86

D’ot la fonction de répartition de Y :

1 1
Fy:y€R+— —arctany + -.
bk 2
Celle-ci étant de classe 4 sur R, la variable aléatoire Y est a densité donnée par
1 1
fy:yeR— ——.
vy ml+y?
Ainsi Y suit une loi de Cauchy (HP) et I'on a vu en exemple dans le cours qu’elle
n'admet pas d’espérance puisque |'intégrale

400 1 400 t
thy(t)dt = = — _dt
/,m v(6) w/,m 1+

400 dt

diverge par comparaison a I'intégrale de Riemann divergente [ G : en effet,
1
t

t

th(t)~ = >0, t— +oo.
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azb
Exercice 5
Question 2.b

+

comparaison (directe!) a I'intégrale de Riemann divergente flﬂc

Travaux dirigés
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La variable Y n’admet pas d'espérance car I'intégrale | 5: tfy(t) dt diverge par
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Exercice 6
Question 2

Pour z < 0, P(Z < z) = P(X? < z) = 0. Pour z > 0,
vz
]P(Zgz):IP(ngz):]P(—ﬁngﬁ):/

Par suite, Z admet pour fonction de répartition
0 siz<0
2z si0<z<1
Hl+vz) sil<z<4
1 siz>4

Fz:ze R+

Travaux dirigés

continue sur R (m&me en 0, 1 et 4) et de classe ¢ sur R\ {0,1,4}.
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Exercice 7

La variable X admet pour densité la fonction

1 i Ld
fx:xE]R»—}f{l st 2 <X<3
7 |0 sinon

et pour fonction de répartition
0 six< -3

Fx:x€R—{L(x+2) si—Z<x<

1 six> 7

(S

2
Pour y € R, on a par stricte croissance de la fonction arctan :

Travaux dirigés

Fy(y) = P(tan X < y) = P(X < arctany) = Fx(arctany).
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Exercice 8
Question 1

Les variables U; ont méme fonction de répartition

0 siu<O0
Fy:ueRr—qu si0<u<1
1 siu>1

Or, pour x € R, on a:
P(X < x) :]P(max(Uh Uy Uy) < x)
=P(U <x,Up < x,..., Uy < X).

d'ou, par indépendance mutuelle de Uy,..., U, :

Travaux dirigés

P(X < x) =P(U; < x)P(U; < x)---P(Up < x) = Fy,(x)".
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On en déduit la fonction de répartition de X :

0 six<O0
Fx : x€R+——{x" si0<x<1
1 six>1

La fonction précédente est continue sur R (méme en 0 et 1) et de classe € sur
R\ {0,1}. La variable X est donc a densité, de densité

1 osio<x<1

0 sinon

fX:XE]R>—>{nX
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Exercice 8
Question 2
De méme, pour y € R,
P(Y <y) = P(min(Uy, Uy, ..., Uy) <)

=1—=P(min(Uy, Us, ..., Uy) > y)

=1-PUi>y,Uh>y,....U,>y)

=1-P(U >y)P(Ur>y)---P(U, > y)

n
=1-[[1-P(Ui<y)) =1-(1-Fu(y)"
i=1
d'oli la fonction de répartition de Y :
0 siy<0
Fy:yeR—<{1-(1-y)" si0<y<1
1 siy>1
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Exercice 9
Question 1
Les variables X et Y ont respectivement pour densités :
. e  six=>0 . 2e7 % six>0
fX'XH{ 0 six<o ° fV'XH{ 0 six<0

Ces deux variables étant indépendantes avec des densités bornées (il suffirait que
I'une le soit), leur somme est aussi a densité, donnée par

00
fxiy = fxxfy i x € R+— / fx(t)fy(x — t)dt.

Année 2019/2020 37/ 86
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Exercice 9

Question 2

Les variables X et Y ont respectivement pour densités :

1 sio<x<1

e ™™ six=0
fx @ x — . -
X 0 sinon

et fy:X»—}{ 0 six<O0

Ces deux variables étant indépendantes avec des densités bornées (il suffirait que
I'une le soit), leur somme est aussi a densité, donnée par

+o0
fx+y=fx*fy:x€]R>—>/ fx(t)fy(x — t)dt.
—oc0

Année 2019/2020 39 / 86
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La variable X (ainsi donc que ses puissances) est donc presque slirement bornée :
1 1
PO<X<1) :/ fx(t)dt:/ nt"tdt =1.
0 0

A ce titre, elle admet des moments d'ordre 1 et 2 et par suite espérance et

variance : oo .
n
E(X) = tfx(t)dt = t"dt = ——
*) /, (®) /o " n+1

o0
puis, d'apres le théoreme de transfert,

400 1 n
]E(XZ):/ tzfx(t)dt:/ nt"de = e
—o0 0

et donc : n
_ 2y 2 _
V(X) = E(X?) - E(X)* = CESECER
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La variable Y est donc a densité donnée par
_ )1
fv:ye]R>_>{"(1 OY)

La variable Y étant presque siirement bornée, elle admet espérance et variance
(que I'on peut par exemple calculer grace au changement de variable u=1—1t) :
1

1
E(Y) =/0 n(1— e =

si0<y<1
sinon

B(Y?) = /1 nt?(1—t)" tdt =
0

V(Y)=E(Y?) - E(Y) =

2
(n+1)(n+2)’
n

(n+1)2(n+2)°
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Pour x,t € R, fx(t)fy(x — t) # 0 équivaut 3 0 < t < x.
o Pour x < 0, aucun réel t ne satisfait I'inégalité précédente, si bien que
fxry(x) =0.
@ Pour x > 0, le domaine d'intégration utile est I'intervalle [0, x] :
x x
fxry(x) = / e e 21 gt = 2e7 / efdt=2e*(1—e™™).
Jo Jo
En conclusion, X + Y admet pour densité
2e*(l—e™™) six>0
f; : — N
iy ixeR { 0 six<0
Travaux dirigés. Année 2019/2020 38 /86

Pour x,t € R, fx(t)fy(x — t) # 0 équivaut a t € [0,1] N]—o0,x].
o Six <0, alors fx(t)fy(x — t) = 0 pour tout t € R, si bien que fx,y(x) = 0.
@ Si 0 < x <1, l'intervalle d'intégration utile est [0,1] N]—o0,x] = [0,x] :

x X
fxpy(x) = / e =g = e’X/ efdt=1-e"
0 0
o Si x > 1, l'intervalle d'intégration utile est [0,1] N]—o0,x] = [0,1] :
1 1
fxyy(x) = / e "9 qr = e’X/ efdt=(e—1)e™.
0 0

En conclusion, X + Y admet pour densité

0 six <0
fx+y i x € R— 1—-e™™ si0<x<1
(e—1)e™ six>1
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Exercice 10

On obtient par convolution la densité de X + Y :

% si0<x<1
xeRs {2, S1Sxs2
3%* si2<x<3
0  sinon
puis celle de (X + YY)+ Z:
% sio<x<1
X

21 sil<x<2
@ si2<x<4

x€R+— ;
11’22X si4<x<5
2
O §i5<x<6
0 sinon

Travaux dirigés
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Exercice 11
Question 2.a
Etant donné que X > 0 presque siirement, on a pour x > 0 :
ix<1
2 <) = < _Jvx six <
P(X2 < x) = P(X < V) Coixsl

alors que bien sir P(X? < x) = 0'si x < 0. La fonction de répartition de la
variable X2 est donc donnée par :

0 six<O0
Fx::x€Rr—{y/x si0<x<1
1 six>1

Elle est continue sur R (méme en 0 et 1), de classe ¢ sur R\ {0,1} avec :

_1_ i
Vx € R\ {0,1}, F;Z(x)={2ﬂ si0<x<l

0 sinon
D'oli I'on déduit une densité de X :
1 .
fe:x € R PG si0<x<1
0 sinon

Travaux dirigés
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Exercice 11

Question 2.c

Puisque les variables X et Y sont indépendantes par hypothese, les variables X2
et —Y le sont aussi. Comme par ailleurs la densité f_y est bornée, la variable
Z = X? — Y admet pour densité

+0oo
fz=fx2*f_in€]R>—>/ fx2(t)f_y(z — t)dt.
—o00

Pour que fy2(t)f_y(z —t) #0, il faut que 0 <t <let —1<z—t<0,ie
te0,1]N[z,z+1].
e Si—1<z<0, alors [0,1]N[z,z+ 1] = [0,z + 1] d’ob
241 gy T
f; = — = 1.
L (2) /0 = VET
@ Si0<z<1 alors [0,1]N[z,z+ 1] = [z,1] d'ob

1
fz(z):/ 2“‘7;,1_\&.

@ Sinon, z+1<0ouz>1letalors[0,1]N[z,z+1] =0 dob fz(z) = 0.

Travaux dirigés
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Exercice 13

Question 1

Les variables X et Y ont pour fonction de répartition commune

0 six<O0
F:xeRr—<{x/r si0O<x<r
1 six>r

Pour v € R,
e’ siu<0
_ _ uy _ uy _ <
Fu(u) =P(U < u) =P(X < re") = F(re )7{1 Su>0
La variable U, qui admet ainsi une fonction de répartition continue sur R (méme
en 0) et de classe ¢ sur R*, est donc a densité donnée par
e’ siu<0

fulU€R>—>{0 siu>0

Q1
Exercice 11
Question 1
Pour A € R, on calcule
I P T Y
det(A— k) = ‘ v - =X -2\ +y.

On obtient un trindme de discriminant A = 4(x? — y).

@ Si A >0, alors A présente deux valeurs propres distinctes donc est
diagonalisable;

e Si A <0, alors A ne présente aucune valeur propre donc n'est pas
diagonalisable ;

o Si A =0, alors A présente une unique valeur propre; n’étant pas diagonale,
la matrice A n'est dans ce cas pas diagonalisable.

En conclusion, la matrice A est digonalisable si, et seulement si, x2 — y>0.

Travaux dirigés
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Exercice 11
Question 2.b

Poury € R,
P(-Y<y)=P(Y>—y)=1-P(Y <—y),
d'ou la fonction de répartition de —Y est donnée par :

0 siy<-—1
Foy:yeR+—<1l+y si-1<y<0
1 siy>0

Celle-ci est continue sur R (méme en —1 et 0), de classe ¢ sur R\ {—1,0} avec :

_{1 si—1<y<0

:
W eR\ {105 Fy()={g 3

D'ou une fonction densité de —Y :

1 si-1<y<0

fviyeR— {0 sinon
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Exercice 11
Question 2.d

D’apres la question 1., I'événement « M est diagonalisable » est réalisé si, et
seulement si, Z = X? — Y > 0 et a donc pour probabilité, d'apres la question c. :

fo(t)dt = /:(1 —Viae=1.

oo

1P(z>o)=/0 ;
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Comme X et Y ont méme loi, les variables U = In(X/r) et =V =In(Y/r) ont

également méme loi. Par suite, pour v € R,
P(VLv)=P(-V=—-v)=P(U2=-v)=1- Fy(-v).

La variable V' admet donc pour fonction de répartition

0 siv<0

Fv:velli»—»{l_e,v siv>0

continue sur R (mé&me en 0) et de classe ' sur R*. Ainsi la variable V est 3
densité donnée par
0 siv<o0
e’ siv>0
La variable V suit donc la loi exponentielle £(1).

fv:v€]R>—>{
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Exercice 13

Question 2

Puisque les variables X et Y sont indépendantes, les variables U et V le sont
aussi. Leurs densités étant par ailleurs bornées, la variable S = U + V est a
densité donnée par
+00
fS:fU*fv:seR>—>/ fu(t)fy(s — t)dt.
—o0

Or fy(t)fy(s — t) # 0 implique t € ]—o00, 0] N]—o0, s]. On a donc pour s < 0 :
s s s
fs(s) / efe (70 dt = e’s/ eXdt = %

et pour s >0 :
0
fs(s) =/ efe 0 dt =

Bref, S a pour densité la fonction

e’ /2 sis<0

f5:sE]R,>—>{e,s/2 sis>0
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Exercice 13
Question 3.a
Ona: v
X _re U+V _ oS
=Z = —e =e5.
Q Y reV

Ainsi Q est a valeurs dans RY,.. Par suite, P(Q < g) = 0 pour g < 0. Pour ¢ > 0,
onalP(Q < q)=P(5<Ing)= Fs(Ing). D'oli la fonction de répartition de Q :

0 sig<0
Fo:qeR+— 3 si0<g<1
1—% sig>1

Cette fonction étant continue sur R (mé&me en 0 et en 1) et de classe €™ sur
R\ {0,1}, la variable Q est a densité donnée par :

0 sig#0
fo:qeR— % si0<g<1
fra sig>1
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Exercice 16

Question 1

Puisque X est a valeurs positives, la fonction de répartition F de X vérifie :
Vx <0, F(x)=P(X<x)=0.
En tout point x € R* tel que f(x) = F’(x), donc pour tout x < 0 sauf peut-&tre

pour un nombre fini de valeurs de x, on a de ce fait f(x) = 0. Si I'on suppose de
plus f continue sur R*, on en déduit que f est nulle sur R*.
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Exercice 16

Question 3

La variable Y admet une espérance si, et seulement si, la série > nIP(Y = n)
converge (absolument). Cela signifie que la suite de ses sommes partielles, de
terme général
n
S,= S kP(Y=k), neN,
k=0

converge ou encore, puisque la série est a termes positifs, que la suite (S,) est
majorée.

De méme, la variable X admet une espérance si, et seulement si, I'intégrale
f;m tf(t) dt converge. Cela revient a ce que la fonction

G:x»—»/ tf(t)de
0

admette une limite finie en +0co ou encore, par positivité de la fonction
g : t — tf(t), que la fonction G soit majorée.

Travaux dirigés
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La fonction de répartition Fs de S s’obtient a partir de fs par la formule
s

VseR, F5(5)=/ fo(t) dt.

Si s < 0, on obtient
s s et e
Fs(s) = /W fo(t)dt = /m Sa=%

alors que si s > 0,

0 t S o—t —S
Fs(s):/ %dt+/g %dt:l—%.

La fonction de répartition de S est donc donnée par :

e/2 sis<0
1-e /2 sis>0

Cette loi s'appelle la loi de Laplace de parametre 1.

F5:5€]Rr—>{
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Exercice 13
Question 3.b

La variable aléatoire Q admet une espérance si, et seulement si, I'intégrale
[ tfg(t) dt converge. Or

1
Vg=>1, dqfo(q) = 2

si bien que I'intégrale ;x tfo(t) dt diverge comme intégrale de Riemann. La
variable @ n'admet donc pas d’espérance.
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Exercice 16

Question 2

La variable Y prend ses valeurs dans IN. Pour n € IN, on a :

n+1
1P(Y=n)=11>(n<x<n+1)=/ F(t)de.
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Pour tout k € IN, on a par positivité de f :

k+1 k+1 k+1
k/ f(t)d:g/ tf(r)dtg(kﬂ)/ F(t)dt
k k k

c'est-a-dire, d'aprés la question 2.,

k+1
KP(Y = K) </ #(e) de < (k+ 1) (Y = ).
k

En sommant ces inégalités, on en déduit que

Vnel, SSkP(Y = k)< /"+l t(e)dt < 3 (K + 1) P(Y = k)
= Jo

k=0 k=t

o

d’oli (la série de droite étant convergente) :

VneN, S,<G(n+1)<S+ S P(Y=k=5,+1 )
k=0
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@ Si X admet une espérance, la fonction G est alors majorée et il en va donc de
méme de la suite (S,) d'apres les inégalités (x), ce qui signifie que Y admet
une espérance.

o Si Y admet une espérance, alors (S,) est majorée d’oli, en notant M un
majorant, toujours d'aprés () et par croissance de G :

Vx>0, G(x)<G([x]+1)<S, +1<M+1
Ainsi la fonction G est majorée et X admet une espérance.

Ainsi X admet une espérance si, et seulement si, Y admet une espérance et dans
ces conditions, en passant a la limite (n — oc) dans (%), il vient :

E(Y) <E(X) <E(Y)+ 1L
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1 EH

Remarque. La question 3. peut étre traitée beaucoup plus rapidement.

Des inégalités 0 < Y < X < Y + 1 et du théoreme d'existence d'espérance par
domination, on déduit que X admet une espérance si, et seulement si, Y admet
une espérance et alors, par croissance de |'espérance, E(Y) < E(X) < BE(Y)+ 1.

Exercice 16

Question 4.a

La variable X, qui suit une loi exponentielle de parametre A > 0, a pour densité

0 six <0
e ™M six >0

D’apres la question 2., la loi de Y est donnée par :

f:XE]R»—){

n+1
VneN, P(Y=n) =/ AeMdt = (1—eY)e .

Puisque X admet une espérance, il en va de méme de Y d'aprés 3.. Plus
précisément,

par sommation d'une série géométrique dérivée de raison g = e > telle que
lgl < 1.
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Cette fonction étant continue sur R (méme en 0 et 1) et de classe € sur
R\ {0,1}, la variable Z est a densité donnée par

fz:ze R—> % si0<z<1
0 sinon

La variable Z, (presque sirement) bornée, admet alors une espérance que I'on
peut calculer par une intégration par parties :

o0 1 1 N 1 by
E(Z) = tho(t)dt = —— [ Ate Mdt= < —
R O L
ou par linéarité de I'espérance puisque X et Y admettent chacune une espérance :
1 e
EZ)=EX-Y)=EX)-EY)=—-—-——.
(2) =E(X = V) =E(X) ~B(Y) = § ~ 1~

et ce bien que X soit a densité et Y discréte.
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Pour mener ce calcul, on remarque que fx(t)f_y(x —t) # 0 équivaut 3 0 < t < 1
et —1 < x—t <0 cest-a-dire 3 t € [0,1] N [x, x + 1]. On est donc conduit a
distinguer trois cas pour le calcul de I'intégrale fx * f_y(x) :

@ six < —1oux>1lalors [0,1]N[x,x + 1] = 0 donc fx * f_y(x) =0;
o si —1 < x<0,alors [0,1] N [x,x + 1] = [0, x + 1] et donc

x+1
fx*f,y(x):/ dt=x+1;
o
e si 0 < x <1, alors [0,1] N [x,x + 1] = [x,1] et donc
1
fx*f,y(x):/ dt=1-x.

En conclusion, la variable aléatoire X — Y est a densité donnée par :
1+x si—-1<x<0
fx_y :x€ER—(¢1l—-x si0<x<1
0 sinon
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Exercice 16
Question 4.b

De I'inégalité [ X] < X < [X] + 1, on déduit que 0 < Z < 1 et donc que
P(Z < z)=0pourz<0alorsque P(Z<z)=1pourz>1. Pour0<z<1,
I'utilisation du systéme complet associé a | X | permet d'écrire :

[Z<z]l= U< X<n+7]
neEN
d'oli, puisque I'union est disjointe,

00 0o pntz
P(Z<z)=Y P(n<X<n+z)=) e Mdt
n=0 n=0Jn

B
=(1-e) Sem_17e
n=0 1-e?
Ainsi Z a pour fonction de répartition
siz<0
FizeRr 1€y so0<z<1
1 siz>1
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Exercice 17

Question 1.a

Les variables X et Y ont pour densité commune

1 si0<x<1

fx=fy:x€]R>—>{0 sinon

On montre sans difficulté (cela a été établi dans la question 2.b. de I'exercice 11
et ce sera une conséquence de théorémes opératoires sur les lois uniformes qui
seront développés dans le chapitre sur les lois a densité usuelles) que la variable
—Y suit la loi uniforme sur [-1,0] : elle admet pour densité

1 si—1<x<0

foy :x€Rv+— {0 sinon

Ces densités étant bornées et les variables X et —Y indépendantes (car X et Y le
sont), leur somme X — Y est & densité donnée par le produit de convolution

too
&*Ly:xE]R»—»/ fx(t)f_y(x — t)dt.
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Exercice 17
Question 1.b

On détermine la fonction de répartition de la variable U. Celle-ci étant a valeurs
positives, on a tout d'abord P(U < u) = 0 si u < 0. Puis, pour u >0,

PU<u)=P(X—Y|<u)=P(—u<X—Y<u) =/ fe_v(t)dt.
-

On est ici encore amené a distinguer deux cas :
e si0<w< 1, alors [—u,u] C[-1,1] donc :
0 u
P(U< u):/ (1+t)dt+/ (1-t)dt =2u—u?;
—u 0

esiu>1,

]P(U<u):/0(1+t)dt+/l(1—t)dt:L
0

-1
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Ainsi U admet pour fonction de répartition
0 siu<0
Fp:ueR—{2u—u? si0<u<1
1 siu>1

Celle-ci est continue sur R (méme en 0 et 1) et de classe ¢ sur R\ {0,1}. La
variable aléatoire U est donc a densité donnée par :

2(1—u) si0<wu<l1
0 sinon

fuiUE]R>—>{
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...

On obtient alors, en raisonnant comme en 1.a. (les supports des densités étant les
mémes), que la variable U — Z est a densité donnée par fy_z = fy  f_z avec
(seule I'expression de cette densité sur R_ est utile pour la suite) :

o si x < —1, alors fy_z(x) = 0;
@ si —1<x<0, alors

fu—z(x)

x

/ (2-2t)dt=1—x%
~1

D’ou la probabilité de I'événement E :

lP(u—zgo):/D fu,z(t)dt:/o(l—t2)dt:§,

-1

P(E)
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Exercice 17

Question 4.a

Le temps passé par C a la poste est T = V + Z. Par un argument similaire a celui
utilisé en 2., on justifie que T est une variable a densité donnée par

+oo
fT:fv*fz:tE]R>—>/ fu(v)fz(t — v)dv

ou fy = fy puisque U et V suivent la méme loi d'aprés 3.. Pour que
fu(v)fz(t —v) #0, il faut que 0 < v < 1let0<t—v <1 cest-a-dire que
v e [0,1] N[t —1,t], ce qui conduit a distinguer trois cas :
esit<Oout>2alors [0,1]N[t—1,t]=0et fr(t)=0;
0 si0<t<1, alors [0,1] N[t —1,t] =[0,t] et

fT(t):/OtZ(l—v)dv:h—tz:
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Exercice 17
Question 4.b

Le temps moyen passé par C a la poste est donné par I'espérance de T, qui existe
puisque T est presque sirement bornée (a valeurs dans [0,2]). Le calcul donne :

]E(T):/ertfr(t)dt:/ol t(2t—tz)dt+/12t(t2—4t+4)dt:§.

6

oo
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Exercice 17
Question 2

A partir du moment ou la premiere personne parmi A et B sort, la seconde reste
au guichet un temps égal & |[X — Y|. L'événement E : « C est la derniere
personne a sortir » est donc réalisé si, et seulement si, | X — Y| < Z. On en déduit
bien que £ = [U — Z < 0].

Pour déterminer la probabilité de cet événement, on cherche la loi de la variable
aléatoire U — Z. Tout d'abord, les variables Y et Z étant de mémes lois, la loi de
—Z est la méme que celle de —Y déterminée en 1.a.. Par ailleurs, les variables X,
Y et Z étant mutuellement indépendantes par hypothese, les variables

U= ¢(X,Y) et —Z =1(Z) sont indépendantes d'apres le cours.
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Exercice 17
Question 3

Les variables X et Y étant indépendantes et de méme loi on a, pour tout v € R :
P(V<v)=1-Pmin(X,Y)>v)=1-P(X>v,Y >v)
=1-P(X > v)P(Y >v)=1—(1-Fx(v))".

Ainsi la variable V admet pour fonction de répartition

0 siv<0
Fy:veR+—{2v—v? si0<v<l
1 siv>1

On constate que U et V ont des fonctions de répartition identitiques. Comme la
fonction de répartition caractérise la loi, on en déduit que U et V ont méme loi.
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esil<t<2alors [0,1]N[t—1,¢]=[t—1,1]et
1
fT(t):/ 2(1—v)dv =t?—4t+4.
t—1

En conclusion, T a pour densité la fonction
2t—t2  si0<t<1
friteR— {2 —4t+4 sil<t<2 .
0 sinon
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Exercice 18
Question 1

Soit x € R.. Le résultat s'obtient par intégration par parties sur le segment [0, x],
en dérivant t — 1 — F(t) en —f et en primitivant t — len t — t:

/X(l — F(t))dt = [t(1— F(1)]; + /X tf(t)dt
0 J0o
=x(1 = F(x)) + ¢(x).
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T <

Exercice 18

Question 2

Si I'intégrale f0+°° (1= F(t)) dt converge alors, puisque F <1 :

X X +oo

/ H () dt = p(x) < / (1- F()dt < / (1- F(1) de.
0 0 o

Ainsi les intégrales partielles de I'intégrale impropre | ;roo tf(t) dt sont majorées

et, comme la fonction t — tf(t) est positive, cela entraine la convergence de

I'intégrale | ;roo tf(t) dt, i.e. I'existence de I'espérance de X.
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Exercice 18

Question 3.a

Par indépendance des variables X, ..., X, il vient :
Vx €R, P(M, < x)=P(max(Xi,.
=P(X; < x,.
=P(X; <x)-
et M, admet donc pour fonction de répartition
Fu, : x € R —s Fx (x)" = {(1 B %ﬂx)n ::;;,12 0

Cette fonction de répartition étant continue sur R (méme en 0) et de classe %
sur R*, la variable M, est a densité.

Travaux dirigés

Année 2019/2020 75 /86

Remarque. On peut aussi écrire, en factorisant a” — b" :
n-1
x>0, 1-F(x)=e ™ S (1-e )k
k=0
pour obtenir

+00 n—1 ptoo
_ _ _ —A(] _ @—A)k
E(M,) = /0 (1-F(t))de = Eo/o e M(1—eM)kdr

7,127:1[(1_efxz)k+1]+w l z,,: l
Tl (k+Dx Do =73
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Exercice 19

Question 1.a

Soient t, h € R%. On peut noter pour commencer qu'il est possible de
conditionner par I'événement [X > t] puisque celui-ci est de probabilité non nulle.
En effet, puisque F’(x) = f(x) > 0 pour tout x > 0 par hypothése, la fonction F
est strictement croissante sur R. Ayant pour limite 1 en +o0, on a donc

P(X >t)=1- F(t) > 0 pour tout t > 0.

Dans ces conditions, la probabilité p(t, h) que le composant tombe en panne
avant l'instant t + h sachant qu'il fonctionnait encore a I'instant t est la
probabilité conditionnelle

P(t<X<t+h)  F(t+h) —F(t)
P(X>t) 1-F(t)

p(t,h) =Pyxsg(X <t+h)=

Y

Réciproquement, si X admet une espérance, alors

+00 +00
Y0, 0<x(l-F(x) = x/ F(t)dt < / t(t)dt —— 0
x x x—r+o00
comme queue d'une intégrale convergente. On en déduit par encadrement que
x(1— F(x)) tend vers 0 lorsque x — +o0.
Il résulte alors de la formule obtenue en 1. que

X X +00
/ (1= F(t))dt =x(1— F(x)) + / tf(t)dt / tf(t) dt = B(X).
0 0

Jo x—+too

(7% (1~ F(t)) dt avec la formule :

/m(l — F(t)) dt = E(X).

D’oli la convergence de l'intégrale

Travaux dirigés

Année 2019/2020 74 / 86

Exercice 18
Question 3.b

Il vient, d'aprés la formule du bindme :

n(n
Vx>0, 1-F(x)=1-(1—-e ™))"= (k)(—l)"“e”\"x
k=1
si bien que I'intégrale ci-dessous converge comme somme d'intégrales
convergentes, et M, admet donc pour espérance d'aprés 2. :

wo) = [ reae 5 (1) [ emar

ApEer
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Exercice 19

On peut noter pour commencer que la densité f étant supposée continue sur R,
la fonction de répartition F est de classe ¢ sur RR% . En effet, le cours assure que

Vi e R, F(t):/t f(u)du:/1 f(u)du+/tf(u)du

— —
si bien, d'apres le théoreme fondamental du calcul différentiel et intégral appliqué
3 f continue sur I'intervalle R, que F est de classe ™ sur R} avec F'(t) = f(t)
pour tout t > 0.

Il convient également de faire remarquer que, puisque la variable aléatoire X est a
densité, on a F(t) = IP(X < t) = P(X < t) pour tout t € R. Plus généralement,
on pourra considérer les probabilités d'événements construits a partir
d'encadrements sur X, sans se soucier de savoir si les inégalités sont strictes ou
larges.
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Exercice 19
Question 1.b

Puisque F est dérivable en t d'apreés la remarque préliminaire, avec
F'(t)=f(t)>0,0na

F(t+ h) = F(t)+ hf(t)+o(h), h—0
d'ou, d'apres a.,
hf(t) +o(h)  _hf(t)

PR = YT
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Exercice 19

Question 2.a

Pour t € R? donné, la fonction Ax est continue sur le segment [0, t]. De plus,
F’ = f sur )0, t] d’apres la remarque préliminaire, d’ou :

/Jxx(u)du=Lo%du= [=Inf1 - F()]",, = —In(1 - F(£))

puisque 1 — F(t) > 0 comme on I'a déja fait remarqué en l.a. et
0

lim F(¢) = F(0) = P(X < 0) = /

—oo

f(u)du=0

étant donné que F est continue sur R et que f est nulle sur R* .
Par suite,

Vt>0, F(t)=1- exp(— /t)\x(u)du)A
0

Comme par ailleurs F(t) = 0 pour tout t < 0 étant donné que f est nulle sur R* ,
le taux de panne de X détermine ainsi la fonction de répartition de X et donc sa
loi.
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Réciproquement, si le taux de panne est constant égal a «, alors d'aprés a. :

0 sit<0

VteR, F(t)= ¢ )
? ® l—exp(— adu):l—e"" sit>0
Jo
et |'on reconnait la fonction de répartition d'une loi exponentielle de paramétre «,
qui est donc la loi de X.

Remarque. |l n'est en fait pas nécessaire de détailler les calculs a ce point pour la
réciproque. En effet, si le taux de panne est constant égal a «, alors d'apres le
premier point, le taux de panne est celui d'une loi exponentielle de paramétre « et,
comme le taux de panne caractérise la loi comme on I'a vu en a., cela suffit pour
conclure que X suit une loi exponentielle de paramétre «.
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Exercice 19
Question 3.b

I s'agit de calculer :

Ppxsyy(X > 3) =

car [X >3] [X >1].
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Exercice 19
Question 2.b

Si X suit une loi exponentielle de parametre «, elle a pour densité

0 sit<0
f,tE]R»—){ae,m Sit>0
qui est bien nulle sur R*, strictement positive en tout point de R et continue
sur R . Sa fonction de répartition est donnée par
0 sit<0
F:teR— .
€ {1—e"" sit>0
et le taux de panne est constant :

Vt>0, Ax(t)=
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Exercice 19

Question 3.a

L'appareil survit plus d'un an si, et seulement si, I'événement [X > 1] est réalisé.
Sa probabilité se calcule a I'aide de la fonction de répartition de X, qui est
déterminée d'aprés le taux de panne d'aprés la question a. :

Vt>0, F(t)=1 —exp(— /tAx(u)du)
0

=1 —exp(—/!u3du) —1_e /4
o

La probabilité recherchée est donc
P(X>1)=1-F(1)=e V4
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Exercice 20

Question 1
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