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Exercice 1
Question 2

La fonction f : x — e~(")" est continue sur 10, +o0].
o Lorsque x — 0, f( ) — 0 si bien que f peut &tre prolongée par continuité en
0. L'intégrale fu t)dt est donc convergente.
o Lorsque x — 400, f( ) — 0, mais cela ne suffit pas pour que I'intégrale
[T F(t) dt converge! Plus précisément,

2 _ _ 2
X*f(x) = exp(2Inx — (Inx)?) mo

2Inx — (Inx)? = o((Inx)?) — (Inx)? ~ —(Inx)? el

Ainsi 0 < f(x) = o(%) lorsque x — +00 et I'intégrale [;"> £(t) dt est donc
convergente par comparalson a l'intégrale de Riemann convergente f+m E3

En conclusion, I'intégrale fo f(t)dt est convergente.
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Exercice 1

Question 4

La fonction f : x — sin(%) est continue sur ]0,+ool.
o La fonction f est bornée au voisinage de 0 :
vx €10,1], |f(x)| <
d'ou I'on déduit la convergence absolue de I'intégrale fo t)dt par
comparaison a l'intégrale convergente fo dt.

o Lorsque x — +00,
1

f(x) = sin(iz) ~ 2

d'ou I'on déduit la convergence de f1 f(t)dt par comparaison 2 I'intégrale

de Riemann convergente [,"™ 4t.

\Y

0

En conclusion, I'intégrale 0+°° f(t)dt est convergente.
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@ Lorsque x — +00,
In(1+x) = Inx+|n(1+ l) =Inx+o(lnx) ~Inx
X

de sorte que, pour a > 1,

Inx 400 sia=3
XU f(X) ~ 55— .7
) x3/2=a xo400 { 0 i o<<§
En choisissant « tel que 1 < a < 2, par exemple a = 3, ona donc

0 < f(x) = o) lorsque x — 400, d'obi I'on déduit  que f f(t)dt
converge par comparaison a l'intégrale de Riemann f > t,,, convergente
puisque a > 1.

En conclusion, I'intégrale 0+°c f(t)dt est convergente.
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Exercice 1
Question 1
La fonction

arctan x In x

fixr— ———
VX —sinx

sur [07 } etsinl <1.

Lorsque x — 0,

f(x) ~

VR —xtol)  Vxto(vx)

donc faussement généralisée (donc convergente).

bid fr

xInx xInx xInx

77\f|nx—>0

si bien que f est prolongeable par continuité en 0. Son intégrale fo

est continue sur ]0, 1] car sinx < x < y/x pour tout x € ]0, 1] par concavité de sin

t)dt est
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Exercice 1
Question 3

La fonction f : x — (Inx)e™ est continue sur |0, +ool.

o Lorsque x — 0, f(x) ~ Inx < 0 si bien que fo
comparaison a l'intégrale convergente fo Intdt.

o Lorsque x — +00, on remarque que
0< f(x) = (x*(Inx)e™)

ou
0< f(x) = ((Inx)e /?)e /2 =

intégrales convergentes f o0 dt oy f+°° —t/2 ¢,
En conclusion, I'intégrale fo )dt converge.

Travaux dirigés

t) dt converge par

o(e™7?)

et I'on conclut que f f(t)dt converge par comparaison a |'une des
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Exercice 1
Question 5
La fonction In(1 )
n(l+ x
fix— —an
est continue sur ]0, +o0[.
e Lorsque x — 0,
1
f(x) ~ >0

X3/2 - X1/2 =

convergente [ & o (3<1).

et fo f(t)dt est donc convergente par comparaison a l'intégrale de Riemann
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Exercice 1
Question 8

La fonction

est continue sur |0, 1[.
o Lorsque x — 0,

1
X273 >0,

d'ol I'on déduit la convergence de I’ mtegrale f f( ) dt par comparaison a
I'intégrale de Riemann convergente fo o ( <1).
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@ Pour mener I'étude au voisinage de 1, on utilise le changement de variable
affine x =1 — y, c'est-a-dire

y=1-x——0,
x—1

qui préserve la nature de I'intégrale (avec dx = —dy). On a alors
1 1 1 1 1
f(x) ~ = = ~——=>0
W= T ey \’/5)'”3

et I'on obtient a nouveau la convergence de I’ |ntegra|e f
comparaison a l'intégrale de Riemann convergente fao t],a

f(t)dt par

En conclusion, I'intégrale fo t)dt converge.

Travaux dirigés
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o Lorsque x — +00,

2Inx+1In(1—1

= 2x =)
(1+x)?

Par suite, étant donné o > 1, on a :

Xaf(x)w2lnx 0 sia<2
X2=@ xsi00 |+00 sia =2

~ 2Inx+o(lnx) 2Inx
(1+x)? x2

Pour un choix de « tel que 1 < o < 2, par exemple a = g, on a donc

0<f(x)=o0 i) lorsque x — 400, ce qui améne la convergence de
I'intégrale f2 f(t)dt par comparaison a I'intégrale de Riemann fﬂc Sf,
convergente puisque o > 1.

+ocf-

En conclusion, I'intégrale [; (t) dt converge.

Travaux dirigés
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Exercice 2
Question 2
La fonction .

sin x

fix—tanx =

cos x

est continue sur l'intervalle [0, 5 [ Elle y admet pour primitive la fonction
F :x+— —In|cos x| = —Incos x,

/2

qui n'admet pas de limite finie en 7. Ainsi I'intégrale ['"tan tdt diverge.

Travaux dirigés
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Exercice 2

Question 4

La fonction
1

(x2+1)(x+1)
est continue sur [0, +oc[. On la primitive par décomposition en éléments simples :

—x+1 1
)dx = d
/ x= 2/ x2+1 x+1)X
R .
2) x2+1 2) x2+1 2 ) x+1

1
:—Z|n|x2+1‘+§arctanx+§|n\x+1\+k.

fixr—

Travaux dirigés
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Exercice 1
Question 9
La fonction In(? )
n(x< —x
f: —_—
X —> (1 + X)2

est continue sur |1, +oo[ (car x2 > x pour x > 1).
@ Pour mener I'étude au voisinage de 1, on pose x = 1+ y, c'est-a-dire
y=x—-1——>0.
x—1
On a alors
Inx +In(x — 1)

_In(l+y)+iny  oflny)+iny Iniy

<0,

f(x) ~ =

) 4 4 4
d'ol I'on tire la convergence de I'intégrale fl
I'intégrale convergente fo Intdt.

t)dt par comparaison a
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Exercice 2
Question 1
La fonction
1
fixr—

(x+1)(x+2)
est continue sur [0, +oo[. On la primitive par décomposition en éléments simples :

: 1 1
/f(x)dxf/(erl—X+2)dx7In\x+1|—|n\x+2|+k.

Pour k = 0 en particulier, on obtient une primitive F admettant une limite finie en
+00:

x+1
F(x)=In
) X+ 2 x—=+oo
On en déduit la convergence et la valeur de I'intégrale

=0 X400

/W f(e)de = [F(0)]7 = lim F(x)— F(0) = In2.
0

Travaux dirigés
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Exercice 2
Question 3
La fonction X
fixr— snx
: \/cosx
est continue sur |—%, Z[. Elle y admet pour primitive la fonction
F : x — —24/cos x,

qui admet des limites finies en —Z et 5. On en déduit la convergence et la valeur
de I'intégrale généralisée

72
/ Fe)de= [F(O] 72, = im F()— lim F(x)=

)2 x—m/2 x——7/2

Ce n'est pas surprenant (une fois la convergence de I'intégrale acquise) puisqu’on
intégre une fonction impaire sur un domaine symétrique par rapport a |'origine.
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Pour k = 0 en particulier, on obtient une primitive F admettant une limite finie en
+00: ,
1, (x+1?2 1 P
F(x) = —In>—5——— + - arct —_— —.
() =g Sy tareenx 0y

On en déduit la convergence et la valeur de I'intégrale

/+OC f()dt = [F(1)]i " = lim_F(x) - F(0) =
0

T
Xx—+00 4°
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Exercice 2
Question 7
La fonction

1
f:x+—1—xarctan —
X

est continue sur ]0, +oc[. On en détermine les primitives a |'aide d'une intégration
par parties, en primitivant x — x et en dérivant x — arctan(1/x) :

2 11 d
/f(x)dx:x—%arctan;—E 1+XX%

x? 1 1 1
=x—?arctan;—§/(l—m)dx

_xx arctan ! + L arctanx + k
2 2 x 2 ’
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Puisque F admet des limites finies en 0 et +o0, I'intégrale généralisée
r—+00
f(t)dt converge et :

J—=0
e 400 . . T
/% Fe)de = [F(0] 2™ = lim_F(x) — lim F(x) = 7.

Travaux dirigés
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Remarque. Pour le déterminer a I'ordre 3 avec les outils au programme, on peut
appliquer le théoréme de Taylor-Young aux fonctions ¢ et ¢, respectivement de
classe €3 et €2 au voisinage de 0; on obtient :

2 99(3)(0) w3

u e 3
7+t 3+o(u), u—0

¢'(u) = ¢(0) +¢"(O)u + Lz(o)

@(u) = ¢(0) + ¢’ (0)u + ¢"(0)
et
? +o(u?), u—0.

En comparant ces développements, on s'apercoit que celui de ¢ s'obtient « en
primitivant » celui de ¢’. Or

1
p’(u)=m=l—uz+o(u2), u—0

d’ol le développement de ¢ a I'ordre 3 :

p(u) = ¢(0) + u— %u3 +o(u®), u—0.
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On obtient une primitive de

g:u€ V2, +oo[—

w -1

sur I'intervalle [v/2, +-o0o[ par I'intermédiaire d'une décomposition en éléments

simples :
2du 1 1 u—1
= -— =1 k.
/u2—1 /(u—l u+1)d" "urit
Pour k = 0, on obtient une primitive G de g qui admet une limite finie en +o0,
d'ol la convergence de l'intégrale et sa valeur :

oo gt -~ oo _ —too B
/0 \/ﬁ‘/ﬁ g(u)du = [6(u)] 7™ = lim_G(s) - 6(v2)
N
V2+1

=2In(v2+1).

=—In
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[ Eecie2 W

Pour k = 0 par exemple, on obtient une primitive F de f dont il s’agit d'étudier
les limites en 0 et +oco. On obtient sans peine

lf‘o F(x)=0.

Pour la limite en 400, on utilise le développement limité arctanu = u + o(uz),
u—0:

x x2/1 1 1 1
F(x) = 3~ 7(; + a(x—z)) + 3 arctanx = Earctanx +o(1), x— oo,
d'ol I'on déduit que :
lim F(x)= 2.
X—+400

Travaux dirigés
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Remarque. Le développement de la fonction ¢ = arctan n'est pas explicitement au
programme. |l n'est pas difficile de I'obtenir a I'ordre 2 : ce développement existe
d'apres la formule de Taylor-Young (appliquée 3 ¢ de classe €2 au voisinage de 0)
et, puisque ¢ est impaire, son coefficient de degré 2 est nul. Connaissant son
premier terme (donné par I'équivalent classique de arctan x lorsque x — 0), il
vient :

arctanu = u+o(u?), u— 0.

Travaux dirigés
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Exercice 2
Question 8
La fonction
fitr— 1
' Viter

est continue sur [0, +oc[. On va étudier I'intégrale j;roo f(t)dt grace au
changement de variable v = /1 4 e*. Plus précisément, I'application

ur— t =In(u? — 1), de classe € et strictement croissant de [v/2, +o0[ sur
[0, 400, si bien que les intégrales ci-dessous sont de méme nature :

—+00 dt —+00 1 2u —+00 2du
Jo m_/ﬁ v -1 _./\/5 -1

Travaux dirigés
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Exercice 2
Question 9
La fonction
fixr— _t
' X2+ x+1

est continue sur [0, +oo[. L'équivalent f(x) ~ % > 0 lorsque x — +o00 assure que
I'intégrale j;x f(t)dt converge par comparaison a I'intégrale de Riemann
convergente [, <f.

Pour calculer une primitive de f, on commence par mettre le dénominateur sous
forme canonique :

/f(x)dx*/ dx 7/ dx 75/ dx
R N

Travaux dirigés
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2x+1 .
V3

/f(x)dx:%/%:%arctany+k:%arctan 2):/_%1 + k.

Pour k = 0 en particulier, on obtient une primitive F de f qui permet d'achever le
calcul :

On poursuit avec le changement de variable affine y =

/%0o F(e)de = [F(0)]; "™ = lim F(x)— F(0)
0

Xx—++00
_2m 2 a2
V32 V3 V3 3V3

Travaux dirigés
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3+sinu
2

est de classe ¢! et strictement

Plus précisément, |'application u+— t =
croissante de }—1 z [ sur ]1,2[, si bien que les intégrales ci-dessous sont de méme

202
nature :

-2 -2 /2
2dt cos u
/ f(t)dt:/ —_— = ———du
1 1 4/1—(2t-3)2 ——n/2\/1—sin*u
—m/2 /2
cosu

= / —du :/ du.

——7/2 [cos ul ——n/2
Cette derniére intégrale est trivialement convergente et son calcul est immédiat :
2
dt

L Ve-ne-o

Travaux dirigés
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Exercice 3
Question 1.b

On obtient, par intégration par parties sur un segment [1, x] C [1, +oo],

X o x
sint —cost]X cost
/ Tlde =[] 704/ o e ()
Lt to I Lt
Or, en raisonnant comme en a. avec « + 1 > 1, on établit la convergence absolue
donc la convergence de I'intégrale f1+°° st dt, d'oli il ressort que I'intégrale

partielle flx ¢est dt admet une limite finie lorsque x — +o0.

On en déduit que I'intégrale partielle () admet également une limite finie lorsque
X — 400, ce qui établit la convergence de I'intégrale généralisée flﬂo sntdt.

Travaux dirigés
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Remarque. On peut montrer que |'intégrale f;roc fo(t) dt n'est pas absolument
convergente pour 0 < a < 1. En effet, on a :

(n+1)7 1 (n+1)m 2
Vn e IN* fo(t)| dt > ———— int| dt = ———.
nen [Tl g [ e ar =

Puisque ﬁ ~ "% > 0 est le terme général d’une série dilvergente étant donné
que a < 1, on en déduit que la série de terme général f::Jr ) |fo(t)] dt, n € IN*,
diverge. Dans ces conditions, ses sommes partielles

n  plk+l)m ~(n+1)w
o AT
k=1Jkm ks

n'ont pas de limite finie lorsque n — oo. Par contraposée du théoréme de
composition des limites, cela exclut |'existence d'une limite finie pour [ |f,(t)| dt
lorsque x — +00, si bien que I'intégrale f:x’ |fo ()] dt diverge.

fa(t)] dt

Travaux dirigés
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Exercice 2
Question 10
La fonction
1
fix— —— —
(x=1)(2

est continue sur I'intervalle |1, 2[. Tout comme en 9., on commence par mettre
sous forme canonique le trindme sous la racine :
1 2

W2l VoxTtax—2  1-(2x_3p

f(x) =

On 2effectue ensuite le changement de variable 2t — 3 = sin u dans l'intégrale
S f(rde

bild fr Travaux dirigés
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Exercice 3
Question 1.a
La fonction .
sin x
fo 1 x o

est continue sur [1, +00[.

Si a > 1, alors on peut utiliser la majoration

[sin x| 1
= Sk

Vx>1,  [fa(x)
pour obtenir, par comparaison a |'intégrale de Riemann f+°° g,‘, convergente
puisque o > 1, la convergence absolue de I'intégrale f1+ fo(t) dt.

Travaux dirigés
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Remarque. Par passage a la limite lorsque x — +oc dans (*), on obtient donc la

relation
T sint —cos t]+ T cost
o dt = [ o } o a1 At
Lt o |1 Lt

Notons qu’on ne peut pas faire la méme intégration par parties sur ]0, +oo[, car le
crochet et I'intégrale au membre de droite divergent sur ]0, +oof (alors que
I'intégrale de gauche converge puisque la fonction est prolongeable par continuité
a I'origine). Cependant, en primitivant t —> sint en t — 1 — cos t, on peut

justifier que
T sin t 1—cost]+ee 1 cost
lde= [ Taa [ S
0 o to 0 0 tO(+1

Travaux dirigés
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Exercice 3
Question 2

La fonction i
sin x
ga:x>—>ln(l+7)
o

est continue sur ]0, +-00[ (on a =2 > 0 pour x € ]0,1] et S2X > — L > —1 pour

X
x € ]1,+0c[). Pour 0 < a < 1, elle est prolongeable par continuité en 0 alors que
pour a > 1,

ga(x) = |n(Xa{1 (1+0(1))) = (1~ a)lnx +o(lnx) ~ (1~ a) Inx > 0.

Dans les deux cas, I'intégrale fol 8. (t)dt converge.

Puisqu'un équivalent ne suffit pas (g, ne garde par un signe constant au voisinage
de +00), un développement asymptotique donne, sachant que @ > 0 :

sinx  sin®x (sin2x

ga(x) = ), X — +00.

2

xo | 2x2e
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Compte -tenu de la convergence de f+°° sint (it établie en 1.b., I'intégrale
fl 8a(t)dt est de méme nature que

[ o)

sinx sin? x sin? x sin? x
8a(x) = X 2x2a T ox2a

de méme nature que

et donc, puisque

e <0, x— +oo,

+oo i 2

sin t
[T

1 [

Travaux dirigés
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Exercice 4

Pour x > 1 donné, I'application de I'inégalité des accroissements finis a la fonction
f de classe € sur I'intervalle [1, x] donne, puisque f'(t) > « pour tout t € [1,x] :

fx) = (1) > a(x-1).
Par suite,
Vx> 1, @;wNE>O, X = 400
X x
d'ol I'on déduit que I' |ntegra|e oo f(t) —* dt diverge par comparaison a l'intégrale

de Riemann divergente [,

Travaux dirigés
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Exercice 5

Question 2

Il vient :

/2 sin(2t)
n(sin t cos t dt=/ In dt
(snecos)de = | (<)

/2
/+J=/
0

/2 .
= / In(sin(2t)) dt — §|n2.
0

Le changement de variable affine s = 2t suivi du changement de variable affine
u=m — s dans la deuxiéme intégrale donnent ensuite :

/2
/0 In(sin(2t)) 2/ n(sin s)
/2 )
=3 (/0 In(sins)ds + /M2 In(sin s)ds)
1,2 w2
= 5(/0 In(sins) ds +/0 In(sin u) du) =1
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Exercice 6
Question 1
La fonction
sin® t
t—
2
est continue sur |0, 400 et prolongeable par continuité en 0 :
-3 3
S| t t
f(t) = '"t ~—=t250, t—0.
De plus,

1
vt>1, |f(t)] < 7

d'ou I'on déduit la convergence absolue de I'intégrale z&; f(t)dt, par
comparaison a l'intégrale de Riemann convergente f d‘.

Travaux dirigés
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—TY

Or
Vx> 1,

sin?x 1 ( 1 cos 2X)

20 2\x2a o«

+
ol, par un argument 5|m||a|re a celul employé en 1.b., I'intégrale f o °°52t dt
converge. Ainsi f i 5'” L dt est de méme nature que I'intégrale de Rlemann

+
fl o :(210' c'est-a-dire convergente si, et seulement si, 2a > 1.

oo
Jo

En conclusion, l'intégrale fo(t) dt converge si, et seulement si, o > %

bild fr Travaux dirigés
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Exercice 5
Question 1

La fonction f : t — In(sin t) est continue sur ]0,7/2] et, lorsque t — 0,
f(t) =In(t(1+0(1))) = Int+In(1+o(1))
=Int+o(l)=Int+o(Int) ~Int<0.

Par comparaison a
est convergente.

I'intégrale convergente fol Intdt, on en déduit que I'intégrale /

Puis le changement de variable affine u = 7/2 — t transforme

/2 /2 . /2
I:/ In(sint)dt en / In(sin( = —t dt:/ In(cos t)dt = J
A (sin ) b ( (2 )) b (cost)

et assure donc que ces deux intégrales sont de méme nature donc toutes deux
convergentes, et de méme valeur.

Travaux dirigés
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On en déduit la valeur de :

/=J=—gln2.

Travaux dirigés
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Exercice 6
Question 2

On obtient par linéarisation

3 1
vt € R, sin3t:Zsint—Xsin3t

+00 i3
sin” t 3 smt 1 sm3t
w0 [ dt=—/ ”/
v t2 4) 2 4
sinu du

_ §/ smt 1/
- 2 4 (u/3)23
_3 /3X sin ty

toutes intégrales convergentes puis, par passage a la limite lorsque x — 0,

oo i3 3x o
sin” t 3. sint
/ —dt=— Ilm/ —-dt
o t 4x=0 )t

Travaux dirigés
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Exercice 6

Question 3

D’apres le développement limité

sint—t  —t3/6+ o(t?) /6 t?
ty="o— =1 "/ o T
&(t) t t t 6

lorsque t — 0.
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Exercice 7
Question 1
Pour n > 1 donné, la fonction
foiXx— !
i (1+x2)"
est continue sur [0, +oc[. En observant que
1
fo(x) ~ en >0, x— +o0,
on justifie la convergence de I'intégrale /, = ‘0+°° fo(t) dt par comparaison a
I'intégrale de Riemann .]'1+°° 3¢, convergente puisque 2n >2 > 1.
Travaux dirigés Année 2019/2020 43 /92
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Exercice 7
Question 3
En itérant la relation de récurrence obtenue en 2., on conjecture que :
2n—32n-5 1 n12k—1 7
YneN*, I, = IV . Sl s
"T2n—22n—4 2% T2k 2
ce que 'on démontre ensuite par récurrence. L'expression précédente peut &tre
reformulée :
(2n—2)! ™ (2n—2)! T
VYnelN*, I,= Z = Z.
TR T en—22en— 47 222 T 20 ((n 1)) 2
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Exercice 9
On vérifie tout d'abord que les intégrales généralisées sont bien définies.
Soit P € R,[X] non nul de degré d : P = 3_¢_, aX* avec ag # 0. Pour
k € [0, n], la fonction t — e~*tkP(t) est continue sur [0, +oc[ avec :
1
e 'thP(t) ~ e tagthtd = o(?), t — +o0.
On en déduit que I'intégrale
+oo
x(P) = / e tthP(e) dt
0
ccherge absolument par comparaison a I'intégrale de Riemann convergente
oo d
L&
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Exercice 6
Question 4

3x o 3x o 3x 3x
t t—1t dt
[ = [T e [T = [
Jx t Jx t Jx t Jx

oli, puisque la fonction g est continue sur [0, 400, la fonction
x
X — / g(t)de
Jo
est continue (et méme dérivable) sur [0, +ocl, si bien que :

/jxé’(t)df=/(:Xg(t)dtffg(t)dtmo.

On peut donc conclure d'aprés la question 2. :
o0 i3
t 3In3
/ ST :

Ona:

t2
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Exercice 7
Question 2

Pour n > 1 donné, on obtient par intégration par parties sur un segment
[0,x] € [0, +oc[ :

/X dt = [ ]X+2n/x 2 g
b L+ LA+ )rlo o (14 t2)mt
X X dt x dt
- 2 _
(T "(/0 EX2L /0 (1+t2)"+1)

d'oli, par passage a la limite lorsque x — 00, vu les convergences établies en 1.,
In = 2n(l, — lh41) c'est-a-dire :

2n—1

Ins1 = In-

2n
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Exercice 8

S'il n'existe pas de réel xg € |1, +oo[ tel que x3f(xo) = 1, alors la fonction
continue g : x — f(x) — & ne s'annule pas sur I'intervalle |1, +o00] : elle y garde

donc un signe constant d'apres le théoreme des valeurs intermédiaires.

Ainsi la fonction g est continue et garde un signe constant sur I'intervalle ]1, +oc[
sans y &tre identiquement nulle, alors que

+o00 —+00 +00 dt
/ g(t)dt:/ f(t)dt—/ — =0,
J1 J1 J1 t

ce qui est absurde.

L’hypothése de départ est donc fausse : il existe un réel xo € ]1, +oo[ tel que
2f _
x2f(x) =1.
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On peut donc définir I'application

@ R[X] — R™L P (XD(P) . ,x,,(P)).

qui est linéaire par linéarité de I'intégrale généralisée convergente, dont on veut
établir la bijectivité.

Comme les espaces R,[X] et R™! sont de m&me dimension finie n+ 1, il suffit de
démontrer que p est injective.

Or, si P =37 o aX* € Ro[X] est tel que p(P) =0, alors

+o00 n +oo n
/ e 'P(t)2dt = > a e 'tkP(t)dt = 3 awxi(P) = 0.
0 k=0 0 k=0

Comme la fonction t — e tP(t)? est positive et continue sur [0, +oc[, il en
résulte que e *P(t)?> = 0 pour tout t € [0, +oo[. Ainsi le polyndme P admet une
infinité de racines donc est nul.
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Exercice 10

Question 1

Pour x > 0 donné, la fonction
frt— —
est continue sur [X, +oo[. Par ailleurs,
2f(t) = tet —— 0,
t—+o0
ce qui signifie que 0 < f(t) = o(%) lorsque t — +o0, d'olr I'on déduit la

convergence de l'intégrale J(x) = f:w f(t)dt par comparaison a I'intégrale de

Riemann convergente [,"> <If.

Travaux dirigés
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Or

00 gt 00 gt —x —x
e e e e
0</ —thg/ —dt= 2:0( ), X — 400
x t x X X X

(toutes intégrales convergentes), d'oli I'on déduit que
+o00 e—! e—X
—-dt= o( ), X = +00
x t X

e
;X — Fo00.
X

si bien que

Travaux dirigés
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Puis la convergence de la suite.

A t € [0, +00] fixé, f,(t) tend vers 0 lorsque n — 0. On peut donc conjecturer la
convergence de (/,)nen- vers O (attention, les choses ne se passent pas toujours
aussi bien : on ne peut pas échanger lim,_, et f: en général!). Pour le
démontrer, on cherche une suite (g,),en+ convergeant vers 0 telle que |/,| < &,
pour tout n € IN*.

La difficulté tient a ce qu’on ne sait pas primitiver simplement la fonction f,. On
peut donc tenter de majorer |f,| par une fonction g, aisément primitivable dont
I'intégrale tend vers 0 lorsque n — co. Par exemple :

VneN*, Vxel[0,+oof, |fa(x)

N
]

Il
2
k)

En effet, f;’w gn(t) dt est une intégrale de Riemann convergente avec :

+00 +oo qr 1
e [ e

mais 'intégrale fol gn(t)dt diverge car 3n > 1.

Travaux dirigés
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Exercice 11

Question 2

Pour n € IN* donné, la fonction
1
hp : x € [0, 00 — Aoy
est continue sur [0, +oo[. Puis hy(x) ~ = > 0 lorsque x — +00 de sorte que
Jn = f;m hn(t) dt converge par comparaison a l'intégrale de Riemann
flﬂc dt/t°", convergente puisque 5n > 5 > 1.

Travaux dirigés

Année 2019/2020 55 / 92

Exercice 10
Question 2

Pour x > 0 donné, on obtient par intégration par parties sur un segment
[ ¥] € [x, 400l :

Y et ety Y et e X eV Y et
/—dt:[——] 7/ —th:—f—f/ g at
Lt t L ), ¢ X y .t

d’ou, en passant a la limite lorsque y — +o0,

o0 gt —x oo gt
e e e
J(x) :/ —dt= —/ —-dt.
. t x N

bild fr Travaux dirigés
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Exercice 11

Question 1

Tout d'abord, la convergence des intégrales !
Pour n € IN*, la fonction

sinx \"
2+ x3)

est continue sur [0, +0c[. On a par ailleurs f,(x) = o(%) lorsque x — 00 si bien
que l'intégrale /, = f;w f,(t) dt est absolument convergente donc convergente

. s Pined . oo 2
par comparaison a I'intégrale de Riemann convergente [ dt/t?.

f,,:x€[07+oo[>—)(

Travaux dirigés
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Y

Pour contourner le probléeme, on majore différemment |f,| sur les intervalles [0, 1]
et [1,+oo[ : comme I'intervalle [0, 1] est borné, on peut écrire :

1 1 1 n 1 n n
e, [r@lac< [ (ntl) ae< () ae=(3)"

Dans ces conditions,

1 +oo N
< [eaes [ in@laes (3)
0 1 2

d’ou I'on déduit par encadrement que (/,)sew+ converge vers 0.

1

-
3n—-1 n—so00

0,

Remarque. On peut aussi conclure grice a une majoration valable sur tout
I'intervalle [0, 4o0f :

T/ sint] \n1 | sint 1\71 [T sint
* < . < (= ‘ »
Ve v, “”‘\/o Grs) Lrsle<() /0 st

ou I'intégrale du membre de droite est une constante, bien définie car I'intégrale
converge absolument.

Travaux dirigés
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Les techniques utilisées en 1.b. ne s'appliquent pas directement ici car la suite
géométrique sous l'intégrale a une raison qui s'approche dangereusement de 1
lorsque t — 0. On les conjugue en jouant sur la longueur du premier morceau.
Pour € > 0, on pose d = /2 et on écrit (toutes intégrales convergentes) :

) +00
dt dt
s [ e
e[ wim el wer
L) +o00
1 1
< - - -
\/o dt*/s oy iice
Hoo 1 dt 1 \n1
< [ - =\
\5+A Aroyiiee +(1+55) S

Comme le membre de droite tend vers § < ¢ lorsque n — oo, il existe N € IN tel
que pour tout n > N, |I,| < &, ce qui établit la convergence de (/,)nen- vers 0.
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Exercice 12

Question 1

On peut bien siir faire I'étude de la fonction ¢ : x — Zsinx — x : elle est
croissante puis décroissante sur [O, ﬂ donc prend des valeurs supérieures ou
égales 3 p(0) = (%) =0.

Mais il est plus élégant de faire appel a des argu-
ments de convexité. Puisque sin” = —sin est né-
gatif sur [0, %], la fonction sin est concave sur cet
intervalle. Sa courbe représentative se situe donc
« au-dessus de ses cordres » et « en-dessous de ses
tangentes ». En travaillant sur la tangente a |'ori-
gine et sur la corde reliant les points de coordonnées

x : i hoalité classiae -
(0,0) et (%,1), on obtient I'inégalité classique : 7 "

Vx € [0, 5,

2 .
—x <sinx < X.
™

Travaux dirigés
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. " L . i
On poursuit en utilisant la parité de la fonction t — e=" 7 lsintl .

/2 /2 /2
/ e rrlsint] gy 2/ e melsint] gy / e rTsint gy
—n/2 0 —n/2

On peut alors utiliser I'inégalité de la question 1. :

/2 e mEsint gy < /2 e 2T 4y — 1 a e—?nawz) 1
o =)o © 2mn2 = 232’

D’ou le résultat :

N

n+1
mr

VneNN*, u, <

Travaux dirigés
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Exercice 12

Question 3

La condition f(x) — 0 lorsque x — 400 n'est pas suffisante vu le contre-exemple
de I'intégrale de Riemann divergente f1+°° % Elle n’est pas non plus nécessaire :

la fonction de la question 2. fournit un contre-exemple.

Travaux dirigés
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La fonction f est par ailleurs de classe ¢ sur |0, 7] par opérations sur les
fonctions de classe ¢!, avec au voisinage de 0 :
x 2 x ox)2
1 cos3 _ x cos% — (2sin%)

fl(x)=—= +
9 X2 4sin?

x 26in2 X
3 4x?sin” 3

o 2
— 5 tolx*)

I R N L
4x2sin” % x* 24 ’

Ainsi f' est continue en 0 et donc de classe ¢ sur [0, 7].

Exercice 12

Question 2.a

Pour n € IN* donné, on a tout d'abord, par croissance de I'intégrale :
(n+1)m 5 (n+1)7 3 3.
up = / te Pt qr < / (n+ 1)me="mlsintl q¢.
n e

Puis, la fonction t — e~ lsintl &tant m-périodique, son intégrale sur un
segment de longueur 7 ne dépend pas du choix du segment, si bien que

+1 2
/(n " e—naﬂa\sin t| dt = /"/ e,,,w\sin t| dt.
nm —x/2

bild fr Travaux dirigés
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Exercice 12
Question 2.b

La fonction f étant positive, il suffit de montrer que la fonction
x
F:xe [0,+oc[>—)/ f(t)de
o

est majorée. Or, pour x € [0, +oc[ donné et n = |x/7|, on a x < (n+ 1)m d'ou,
toujours par positivité de f et d'apres la question a.,

X (n+1)m n k)T
/ f(t)dtg/ f(t)de = 3o F(t)de
[ 0

k=0 J km

F(x)

" k41 & k1
= < —— < .
gouk\m-%—gl o \UO+;§1 P

En effet, la série 3 %}*;1 converge par comparaison a la série de Riemann
convergente 3 & :

n+1 11

mr T2’
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Exercice 17
Question 1
Il vient lorsque x — 0 :
2sinf —x  —Lx+o(x®) -4 1
f(x) = 2 _ Tz LT b )
=) 2xsin § 2xsin § x2 24X+ o)

On peut donc prolonger f par continuité a I'origine en posant (0) =0 et la
fonction ainsi prolongée est dérivable 2 I'origine avec '(0) = —2 vu le
développement limité a 'ordre 1 établi ci-dessus.

Travaux dirigés
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Exercice 17
Question 2

Pour n € IN, la fonction
sin(2251 x)
X
sin 2
est continue sur |0, 7| et se prolonge par continuité en 0 :

sin ( 2n2+1 X) 2n2+1
— =~ —5——>2n+1, x—0.
sm5 2

Son intégrale /, est donc faussement généralisée.

Travaux dirigés
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Par ailleurs, en utilisant la formule

sinp—sing = 2cos¥sin %,

o= to= [ (an(220) —an(22e)) 2
= 2/« cos((n+1)t)dt =0
0

d'oti I'on déduit que la suite (/,)new est constante :
VneN,

il vient :

Ihy=1l=m.
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Exercice 17
Question 4

On commence par justifier la convergence de l'intégrale de Dirichlet. Pour cela,
une intégration par parties sur un segment [1, x] C [1, 4o00[ donne :

Xsint — cos t1x cost
e = [—22] —a/ L. )
Lt t h A
Partant de . 1
cos
vexl | <4

on justifie la convergence absolue donc la convergence de I'intégrale f+°° cost dt,

d'ol il ressort que I'intégrale partielle flx ‘35' dt admet une limite finie Iorsque

X — +00.

On en déduit que I'intégrale partielle () admet également une limite finie lorsque
X — +00, ce qui établit la convergence de I'intégrale généralisée fﬂx sint (¢,

Par ailleurs, la fonction x — S1X est prolongeable par continuité a I' orlglne d'ou
la convergence de l'intégrale de Dlrlchlet.
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Exercice 18

Question 1.a

@ Pour n € N, les intégrales

/2
Wn=/ sin” xdx et
Jo

=/01(17x2)”dx

ne sont pas généralisées : on y intégre des fonctions continues sur un segment.

@ Pour n € IN*, la fonction x — est continue sur [0, +oof avec :

1
Ty
f,,(x)~in>0., X = +00

si bien que I'intégrale J, = fo

TdXZT converge par comparaison a
I'intégrale de Riemann f

Zn(. convergente puisque 2n > 2 > 1.
o Enfin, la fonction x —» e*" est continue sur [0, 4-00[ avec :

2 1
e =o(—2). X — 00,

2 .
ce qui assure la convergence de l'intégrale | = f“’o —*" dx par comparaison

a l'intégrale de Riemann fl 7;‘
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Exercice 18

Question 1.c

Le changement de variable t — x = tan t, de classe 4 et strictement croissant
de [0, 5[ sur [0, +oo[, donne :

. ooy =/2 dt
¥n e I, Jni/o (1+x2)" 7/0 (1+tan? )1

/2
= / (cos? t)" "t dt = Wap_o.
0
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Exercice 17
Question 3

Par intégration par parties, il vient pour A > 0 :
b —
/ (t)sin(At)dt — g(a) cos(Aa) — g(b) cos(Ab) /
N A )\
d'ou :

b
‘/ g(t)sin( At)dt‘
a

) cos(At) dt

%(\g(a) cos(Aa)| + |g(b) cos(Ab)| + ‘/bg’(t) cos(At)dtD
%(\g( a)| + |g(b H/ lg'(t) cos(At)| dt)

< Hs@i+ g1+ [ g1 ) o

si bien, par encadrement, que :

lim /bg(t)sin(kt)dt =0.

A—+o0
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Pour en calculer la valeur, on tente de rapprocher /, d'une intégrale partielle :
pour n € IN,

/"=2/0 %dt:Q/oﬂsin(yt)(%ff(t))dt
=Z/I:Sin(zn;lt)%—2/0Wsin(2n2+lt)f(t)dt

2n+1
2 t,

ol, par changement de variable affine u =

T /2n+1\dt 7 sinu T sinu
sm( t)—: —du—— —du
Jo 2 t Jo u n—oo Jo u

et, d'apres le résultat établi en 3. appliqué a la fonction f, de classe ™ sur [0, 7]

T /2n+1
/Dsm(Tt)f(t)dtmO.

Il en ressort d'apres 2. que :

d'apres 1.,
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Exercice 18
Question 1.b

Le changement de variable x = cos t donne (dans I'intégrale définie I,) :

1 0
VneNN, /,,:/ (1—x2)"dx:—/ (1 —cos®t)"sin tdt
0 /2

/2
= / sin?tltde = Wapi1.
o
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Exercice 18

Question 2.a

La convexité de la fonction exponentielle donne immédiatement :
YueR, e'>1+u
d'ol I'on déduit en particulier que :
vx€[0,1], 1-x*< e

Il en ressort également que :

¥x €[0,+o00[, 0<1 +x%2< e"27
ce qui donne la deuxiéme inégalité :
2 1
Vx € [0,+ocf, e ¥ < T
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Exercice 18
Question 2.b

Pour n € IN*, il vient d'aprés la question a. :

Vx € [0,1],

(1- XQ)n < e’
d'ou
"1 i1 s +00 )
I,,:/ (1—x2)”dx</ e ™ dxg/ e ™ dx
0 0 0
par convergence et positivité de f;’w e "™ dx (justifiée ci-dessous).
En paralléle, on a :

2 1
, , 0<e™ < ——ps
Vx €[0,+c[, 0<e ol

d'ol I'on déduit la convergence de I'intégrale f;roq e ™ dx et I'inégalité :

+00 +00
/ e dx < / dixz = J,.
o o (IT+x7)"

Travaux dirigés

Année 2019/2020 73 /92

Exercice 18

Question 3.a

Pour n € IN donné et t € [0,7/2], on a 0 < sint < 1d'ou sin"t1 t < sin" t, si bien
que W, 1 < W, par croissance de l'intégrale.

Pour n € IN, on procede par intégration par parties en dérivant t — cos"*! t et
en primitivant t — cost :

/2
Wi = / (cos t)(cos t)™1 dt
o
/2
=](sin t)(cos t)"!] ;/2 +(n+1) / (sint)?(cos t)" dt
0

/2
—(n+1) /0 (1 — (cos )?) (cos £) dt = (n + 1)(Wy — Wi2).

On en déduit la formule attendue (n + 2) W, = (n+ 1) W,.

Travaux dirigés
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Exercice 18
Question 3.b

La formule de la question a. donne :
VnelN, (n+2)W,oWhi1 = (n+ 1)W1 W,

ce qui montre que la suite ((n+ 1) Whit W,,),,E]N est constante. Elle est donc
égale a son premier terme :

VneN, (n+1)Wo W, = WiW, = g

D’aprés la question a., on a donc :

et finalement :
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Exercice 19

Question 1

Il s'agit de montrer, pour x € R} donné, que l'intégrale fol s;"(fmdt est bien

définie. Il s’agit en fait d'une intégrale faussement généralisée car la fonction
t— M est continue sur ]0, 1] et prolongeable par continuité en 0 :
sin(xt xt
¥~T:x—>x7 t—0.

Travaux dirigés
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Il reste & observer, par changement de variable affine t = /nx, que :

[Temtaes [Tee o L
0 Jo vn  \/n

Vnly <1< v/ndy.

pour conclure :

Vn e IN*,
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En utilisant les deux points précédents, il vient :
n+1

Vne N, mWn = Whi2 < Woa < W,
En divisant chaque membre de cette inégalité par W, > 0 (la fonction sin” est
continue, positive et non identiquement nulle sur [0, 3]), on en déduit alors :
n+1 < W1
n+2 W,
d’ou il ressort par encadrement que W,11/W, — 1 c’est-a-dire que W,y ~ W,
lorsque n — oo.

Vne N,

<L

Travaux dirigés
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Exercice 18

Question 4

D’apres les questions 1.b. et 3.b.,

™ ™
Vil = iWapi ~ iy [T s VT

@ni1) 20 "7

et de méme, d'apres 1.c.,

Vidy = Wy ~ V) [5—s —

(2n-2)
Il en ressort par passage a la limite dans I'inégalité de la question 2.b. que :
= i
=
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Exercice 19

Question 2.a

On pense naturellement a I'inégalité de Taylor-Lagrange, mais il n'est pas possible
de I'appliquer directement a la fonction f, dont on la dérivabilité n'est pas encore
acquise (cf. question b.). On I'applique plutét a une fonction auxiliaire.

Soit xo € R}. Ona :

1
VxeRL, f(x)—f(x)—(x— xo)/0 cos(xpt) dt =

= /01 (sin(xt) — sin(x0t) — (x — x0) cos(xot)) %
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Or, pour t € ]0,1] donné, la fonction ¢, : x — sin(xt) est de classe €2 sur R’
avec :

x €RY, @) (x)| = |- sin(xt)| < £
On obtient donc pour x € R, par application de I'inégalité de Taylor-Lagrange a
la fonction ¢y sur [xp, x| :

[ox(x) — puls0) — (x — (0] < 2

si bien que :

Vx e RL, Vte]o,1],

2(X_X0)2.

[sin(xt) — sin(xot) — (x — Xo)t cos(xot)| < ¢ 3

Travaux dirigés
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Exercice 19
Question 2.b

Pour xo € R%, la question a. fournit :

— 1 —
109 = Flxo) —/ cos(xot)dt| < w —0
0

xR\ (o} |20 —

si bien que par encadrement :
. f(x) = f(x 1
lim 09 = o) :/ cos(xot) dt
x=x X —Xo o
ce qui justifie la dérivabilité de f en tout point xp € R avec :

1 .
f'(x0) :/ cos(xpt) dt = snxo
o

X0

Travaux dirigés
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Exercice 20

Question 2

Pour x > 1, on a de méme :

vt>2, tlet>2vlet

+00 +o0 oo
I'(x):/ t"’le”dt>/ t"’le”dt>2"’1/ e dt,
0 2 2

toutes intégrales convergentes. Puisque 2X~ — 400 lorsque x — +00, il en
ressort que :

d'otr :

L, T00 = +oo

Travaux dirigés
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Exercice 20

Question 4.a

Pour t € R donné, I'inégalité demandée s'obtient par application directe de
I'inégalité de Taylor-Lagrange a I'ordre 2 sur le segment [x, x + h] a la fonction £,
de classe €2, 3 condition de montrer que :

[ ()l < Ma(t, x).

Or, pour y € [x,x + h] C [§,x + 1] sachant que |h| < min(5, 1), il vient en tenant
compte du sens de variation de a — t®, différent selon la position de t par
rapporta 1:

Vt>1,

Vy € [x,x + h],

If(y)] = (Int)?tle™t < (Int)*t*e ™t = My(t,x)
et

veel0.1), |f'(y)l = (Int)* et < (Int)?t/2e™t = My(t, x)
d'olr le résultat.
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Il vient alors :

1
Vx e RY, |f(x)—f(x0)—(x— xo)/ cos(xot)dt‘ =
0
1
= |/ (sin(xt) —sin(xot) — (x — x@cos(x.ﬁ))?‘
0

1
< /0 [sin(xt) — sin(xot) — (x — xu)cos(xot)|%

T (x = x)? (x — x0)?
< ——dt=——"—.
\/0 t— dt
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Exercice 20

Question 1

Pour x >0, 0n a:
vtelo,1], tlet> ¥ le?

d'ol :
+o0 1 1t
M(x) = / ~le~tdt > / le tdt > — / 1dt,
0 [ e Jo
toutes intégrales convergentes. En observant que

1 X
11
/t"’ldt:[f] == — +oo,
0 xlo  x x=0

xlino M(x) = +oc.

on en déduit que

Travaux dirigés
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Exercice 20

Question 3

Pour t € R*, la fonction £, : x —» t*"le~t = e(x"DINt=t ost de classe €2 sur
R% par opérations sur les fonctions de classe €2 avec :

Vx eR;, f(x)=(Int)t* e "

et

xRy, f'(x)=(Int)*t e "
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Question 4.b

La fonction t — (Int)%e~tt*/2~1 est continue sur ]0, 1]. Sachant x > 0, on peut
choisir un réel o tel que 1 — 5 < a < 1et alors:
_ - _ 1
0< (Int)2e /271 ~ (Int)2e/271 = O(F)’ t—0

par croissances comparées, d'ou |'on déduit la convergence de I'intégrale

1
/ (Int)2e~ /21 dt

o
. T £ . 1 .
par comparaison a l'intégrale de Riemann fo %, convergente puisque @ < 1.
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La fonction t — (In t)2e~ft* est continue sur [1, 400 avec :
1
(Int)%e~tt* = 0(7), t — 400
t
par croissances comparées, si bien que I'intégrale
+o0
/ (Int)%e~tt* dt
1
At

Sy . oo
converge par comparaison a |'intégrale de Riemann convergente fl el

Travaux dirigés
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Puisque le dernier majorant tend vers 0 lorsque h — 0 (I'intégrale est une
constante par rapport a h), il en ressort par encadrement que :

CT(x+h)=T(x) [T,

ce qui signifie que I est dérivable au point x avec :

r'(x) = /+oo fl(x)dt = /m(ln t)te tdt
B 0 ¢ B 0 ’

Travaux dirigés
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Exercice 20

Question 4.c

Compte-tenu de la convergence des intégrales en jeu (en particulier celle de

| '0”0 Ms(t, x) dt, établie en b., mais aussi celle de j;;rcc f/(x)dt que I'on
justifierait de la méme maniére ou que I'on pourrait déduire des autres a partir de
I'inégalité de la question a.), on peut écrire pour h # 0 tel que [h| < min(3,1) :

[CELEION /O*’“ wa] = [ TEEN R ) e

h
o0
</
0

f(x + h) — fi(x)
h

/ L
—f,(x)|dtg7 [ Mt

bild fr Travaux dirigés
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Question 5

Pour x < y éléments de R}, on a :
Vi1, tlet<rlet
et :
vte]0,1], tlet>plet
d'oli, en prenant en compte le signe de Int :
vteR:, (nt)tle t < (nt) et

Il en ressort, par croissance de I'intégrale généralisée convergente, que :

+00 +00
I(x) = / (Int)*te tdt < / (Int)trte~tdt =I'(y).
0 0

Ainsi la fonction I est croissante sur R, ce qui établit la convexité de I' sur cet
intervalle.

Travaux dirigés
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