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Exercice 1

Question 2.a

D’apres |'expression obtenue en 1., il vient :

pn _ nl(n41)"t ( N 1)"
poi1 " (1) n)

En s'appuyant sur la formule du bindme de Newton, on obtient I'inégalité
classique :

n 1
Vx>0, (1+x)"=3 (Z)xk >y (:)x":lJrnX
k=0

qui donne ici :

Pfil - (1+ %)" 22
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Exercice 2

Question 1

Si le jeu n'est pas fini au bout de 2n parties et si I'on note o (resp. 3) le nombre
de victoires de A (resp. B) au cours des 2n parties, alors o — | < 1. Sachant que

3

@

« + 3 = 2n est pair, on en déduit que a — /
I'on a donc nécessairement « — 3 =0i.e a =

(ar+ 3) — 23 est lui aussi pair et
: les joueurs A et B sont a égalité.
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On poursuit le calcul en utilisant I'incompatibilité des événements Az,1 N Bapia
et Bapi1 N Agpga

Prt1 = Pn(Pc,(A2nt1 N Bant2) + P, (Banst N Azny))

puis I'indépendance de Asni1 et Bapio conditionnellement a C, (c’est-a-dire
sachant que les parties 2n+ 1 et 2n + 2 sont jouées) :

Pnt1 = Pn(Pc,(A2ni1) Pc,(Bans2) + P, (Bant1) Pc,(A2nt2)) = opa
ol 0 =2p(1 - p).

La suite (p,) est donc géométrique de raison o et de premier terme pp = 1 d'ol
I'on déduit que p, = o" pour tout n € IN.
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Exercice 1

Question 1

On a équiprobabilité sur I'univers Q, formé des n-listes w = (wy, ..., wy)
d'éléments de [1, n] oli, pour tout i € [1, n], w; représente le numéro de la boite
dans laquelle on a rangé la i-ieme boule.

L'univers Q, est de cardinal #Q, = n".

L'événement étudié A, est formé des éventualités w pour lesquelles les w;,

1 < i < n, sont deux-a-deux distincts, c'est-a-dire des arrangements de n éléments
parmi n, qui sont au nombre de n!.

Dans ces conditions, A ,
#A, _ n!

=P(A,) = =—.

pn=P(A,) o,

Remarque. En identifiant les éléments de Q, a des applications de [1, n] dans
lui-mé&me, ceux de A, correspondent aux applications injectives, c'est-a-dire
bijectives puisque les ensembles de départ et d'arrivée sont finis de méme cardinal.
Le cardinal de A, est donc le nombre de permutations de [1, n].
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Exercice 1
Question 2.b

D'apres a., on a ppi1 < %pn pour tout n € IN* ce qui implique, par une récurrence
immédiate, que p, < in,,pl pour tout n € IN*. Il en ressort que (pn)nen-
converge vers 0.
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Exercice 2

Question 2

Pour k € IN*, on note A I'événement « le joueur A remporte la k-ieme partie »
(ce qui suppose que celle-ci ait bien lieu) et on définit de méme B;.

D’apres la question 1., I'événement C,;; est réalisé si, et seulement si,
I'événement C, est réalisé et A et B gagnent chacun I'une des parties numérotées
2n+1 et 2n+ 2. En d'autres termes,

Cot1 = Co N ((Azns1 N Bans2) U (Bany1 N Azni2))

mais les événements Azpi1, Bany1, Aoni2 €t Bapyo ne sont pas indépendants de
C,. On peut toutefois écrire :

P(Cos1) = P(C) P, ((A2ns1 N Bang2) U (Bang1 N Aznt2))-
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Exercice 2
Question 3

On note VA I'événement « A emporte la victoire » et, pour tout n € IN*, V,{4
I'événement « A emporte la victoire au bout de 2n parties ».

D'apres la question 1., I'événement V' est réalisé si, et seulement si, les joueurs
sont a égalité apres 2n — 2 parties puis A remporte les deux parties suivantes. Pour
les mémes raisons qu'en 2., on a donc :
P(V2) = P(Cpo1 N Agpor N Agy)
=P(Co-1) Pc, ., (A2n-1) P, (A2n)

= po_1p? = po" L.
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Etant entendu, pour des raisons évidentes, que
VA= U vA

nz1

ot I'union est disjointe, il vient :

PV = SRV = 5 et = £

n=1
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Exercice 4

Question 1

Pour k € [0, N, on note Uy I'événement « choisir I'urne k », de probabilité
P(Uk) = N}rl puisque l'urne est choisie au hasard parmi N. Les événements
Up, ..., Uy formant un systeme complet, la probabilité de I'événement Ay

« obtenir n boules blanches au cours des n tirages » est donnée par :

P(A) = 3 P(U) Pu (An)

d’apres la formule des probabilités totales. Or, pour k € [0, N, si I'événement Uy
est réalisé, alors les n tirages sont indépendants et aménent chacun une boule
blanche avec probabilité ﬁ, d'ol :

kn
Py, (Av) = (N) .
Par conséquent,

B(Aw) = N1+1 % (%)
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Rappels sur les sommes de Riemann (zoom)
Théoréme (Sommes de Riemann ou méthode des rectangles)
Soit f : [a, b] — R une fonction continue. On a :

b . b—an! b—a . b—-a
/a f(t)dt:nler;oT‘g)f(a+kT) = [t

n—oo N

élf(aJrk?).

rectangles droite
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Exercice 5

Pour tout n € IN, I'événement P, : « le n-ieme lancer renvoie pile » a pour
probabilité p. Le théoreme de la limite monotone assure que

I no__»
]P(ﬂ P,,) = lim ]P(ﬂ Pk)
n>1 n—oc k=1
c’est-a-dire, puisque les événements P,, n € IN, sont mutuellement indépendants :
— n —
]P(ﬂ P,,) = lim [] P(P) = lim (1—p)" =0.
a1 n—00 5y n—s00
L'événement

N Pr=U P,

n>1 n>1
est donc certain, or cet événement est réalisé si, et seulement si, I'un des lancers
renvoie pile, d'ou le résultat.
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Exercice 2
Question 4

On montrerait de méme que I'événement V& « le joueur B est victorieux » a pour
probabilité

P(VB) = %,

Les deux événements VA et V& sont bien entendu incompatibles et I'on a donc
d'aprés les formules précédentes :

2 (1 p)?
P(VAU VE) = pPr-p
1-p
L’événement VAU VB, qui se produit si, et seulement si, I'un des joueurs A et B
finit par I'emporter, est donc certain.
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Exercice 4
Question 2

On peut écrire P(Ay) = NL-HSN oll

1 N rkyn 1 N okyn
sv=y () =n 2w
est une somme de Riemann associée a la fonction f : x — x” sur [0,1]. La
fonction f étant continue sur le segment [0, 1], on a par théoreme

1 1
1
. _ I
N'L”LSN‘/O f(t)dt—/o et =

L
n+1

En conclusion,
NILmOC P(Ay) =
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Rappels sur les sommes de Riemann

Théoreme (Sommes de Riemann ou méthode des rectangles)

Soit f : [a, b] — R une fonction continue. On a :

b _gn-1 _ —a.n
/ f(t)dt = im %Zf(a+k¥): lim b azf(a+k
a nereo k=0

noo (T

b— a)
—)-
En particulier, si f est continue sur [0,1], on a :

* 10l sk 1o sk
/0 f(:)dt:mo;kgof(;) = Jim 23 £(%).

rectangles gauche
n=10

rectangles gauche
n=25

rectangles droite
n=25

rectangles droite
n=10
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Exercice 6
Question 1

Pour tout k > 1, on note Ci I'événement « le candidat est invité a répondre a la
k-ieme question et y apporte une réponse correcte ».

La variable X est a valeurs dans IN\ {0, 1} car le candidat répond presque
slirement correctement a la premiére question.

Pour k > 2, I'événement [X = k] est réalisé si, et seulement si, le candidat
apporte une réponse correcte aux k — 1 premiéres questions et une réponse
incorrecte a la k-ieme :

X=K=GnGN--NC1NCk.
D’apres la formule des probabilités composées,
P(X = k) = P(Q) Po(G) Pana(G) - Pan-na o (Ce-1) Pan-nc: (Co)-
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Or, pour j > 2, si I'événement C; N ---N Cj_; est réalisé, i.e. si le candidat est
invité a répondre a la j-ieme question, alors I'événement C; est réalisé avec
probabilité 7 par hypothese :
1
Pen-ng.(G) = i
On a donc pour k > 2 :

PX =k = (kﬁljl')(l‘%): (k—ll)!(l_%) = (k—ll)! &

j=2

Remarque. |l apparait que

X =h= kgz((k — )=
ce qui légitime la définition de la variable aléatoire X : bien qu’on ne lui ait pas
attribué de valeur lorsque le candidat répond correctement a toutes les questions,
cet événement ne se produit presque jamais.
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Exercice 7

Question 1

La distribution proposée est positive avec, d'aprés la formule d'absorption :

n a & (n+1 a "l/n+1 a
P(X = k)= = = 27— 1)
Erocmn=-52(0) -7 () ey
Puisque c'est une loi de probabilité, la somme précédente est égale a 1 si bien que

_ n+1
Toontl _1°

a
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Exercice 7

Question 3

Toujours par tranfert,

>

=0
o (n-1 nl (n - 1) 1
=ay n =an =an2"
Sl ) =25

d'oli, d'apres la formule de Koenig-Huygens,
(n+1)2r"1(2m1 —n—2)

V(X) = BE(X(X + 1)) — E(X) - E(X)* = @iy
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Exercice 8

Question 2.a

Si, pour un entier n > 1 donné, I'événement [N = n] est réalis¢, alors la variable X

compte le nombre de succés (apparition de « pile ») dans une succession de n

épreuves de Bernoulli indépendantes et de méme parametre % La variable X suit

;\?nc une loi binomiale B(n, 3) pour la probabilité Py_, : elle est a valeurs dans
avec

Vke[0,n], Pp—p(X = k)= (Z) (%)k(l - %)n-k - (D%

alors bien siir que Pyy—yj(X = k) = 0 pour k > n.
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_ cercice 6 eI
Exercice 6
Question 2

Les séries ci-dessous convergent absolument par opérations sur les séries
exponentielles, si bien que X admet une espérance donnée par :

E(X) = 5 kP(X = k):gjzk(ﬁ—%)
= k-1 = 1 =1
B2 G I 2 e I ks
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Exercice 7
Question 2

D’apres le théoreme de transfert,

" " fn i
E(X+1) = ;(kJrl)]P(X:k):algo(k) —a2
(n—1)2"+1

B(X)=B(X +1) - 1=a2" - 1= 225

Travaux dirigés

Année 2019/2020 20 /78

Exercice 8

Question 1

La variable aléatoire N donne le temps d'attente du premier succés (apparition
d'un « pile ») lors d'une succession d'épreuves de Bernoulli indépendantes de
méme paramétre % Elle suit donc une loi géométrique de paramétre % :
1 1\n-1 1
VneN, P(N=n =7(177) —
. B( )=3 3 7
et admet espérance et variance données par E(N) = V(N) = 2.
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Exercice 8
Question 2.b

Soit n € IN*. Conditionnellement a I'événement [N = n], la variable X suit la loi
B(n, %) donc admet pour espérance

]E(X\N:n):g,

Puisque la série ci-dessous (géométrique dérivée de raison appartenant a ]—1,1[)
converge et que X > 0, la formule de I'espérance totale peut &tre appliquée au
systéme complet associé a la variable N et donne :

o ~ p
E(X):;P(N:")E(X‘N:"):aﬁ
1x /Iyl 1 1
==-3n(z = ——s=1
4,4 (2) 4(1,%)2
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Exercice 8

Question 3

La variable X prend ses valeurs dans IN. Pour k € IN*, la formule des probabilités
totales appliquée au systeme complet associé a la variable N donne :

P(X = k) = zjl]P(N = )Pl (X = K) = é (Z) 2%

1 00 1 n—k
=Wn§kn(n—l)~<(n—k+1)(1)
1 k! 4

= kR KL 3kHlC
Fh1-1) 3
Le cas k = 0 doit étre traité a part :

o0 - 5 S0

n=1 n=0

o
Remarque. On peut vérifier que Y P(X = k) = 1.
k=0
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Exercice 9

Question 1

On suppose r = 1 et on introduit les événements By : « le k-ieme tirage renvoie la
boule blanche », 1 < k < n.
La variable X prend ses valeurs dans [1, N] avec

1
P(X=1)=P(B,) = It
puis
_ — N—-1 1 1
P(X =2)=P(BiNB) =P(B) P5(B) =~ =1 = W
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Dans le cas oli r = N, la variable X est constante égale a N. Elle admet espérance
et variances données par :

E(XX)=N et V(X)=0.

Travaux dirigés
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Exercice 9
Question 2.b

On peut considérer qu'on a équiprobabilité sur I'univers Q des suites formées de N
termes parmi B ou B (signifiant blanc ou noir) dont exactement r sont égaux a B.
Choisir une telle suite revient a déterminer I'emplacement des r termes B parmi
les N positions possibles. Elles sont donc au nombre de (’Y)

Pour k € [r, N] donné, I'événement [X = K] est réalisé si, et seulement si, la suite
donnant le résultat de I'expérience contient r — 1 termes B avant la k-ieme
position, un terme B en k-igme position puis seulement des termes B. Ces suites
sont au nombre de (fj) il y en a autant que de fagons de choisir I'emplacement
des r — 1 premiers termes B parmi les k — 1 premieres positions. Sa probabilité

vaut donc : 1
(1)

P(X = k) = 2
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Vu la convergence absolue des séries géométriques dérivées de raison appartenant
3 ]-1,1[, X admet une espérance donnée par :

= < 4k A= Nkl 41
EX)= Y kPX=k =3 7=~ k(= =2 —1.
()= R kP =0 =5 =52 kG) =gy

On justifie de méme I'existence de :
0 4 1\ k=1
BE(X(X +1)) = Zk(k+1)IP(X:k):§Z(k+l)k(§)
k=1 k=1
4 2
= =3
3
90-1)

d'oli I'on déduit celle de
V(X) = E(X?) - B(X)? = E(X(X + 1)) - B(X) - E(X)? =1.

Année 2019/2020 26 /78
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et, plus généralement pour k € [2, N] d'apres la formule des probabilités
composées,

P(X =k)=P(BiN---NBx_1N By)
=P(B1) Pg(B2) Porrg; (Bs) -+ Pz (Bi1) P (B)
_N-1IN-2N-3 N-k+1 1 1
T N N-1N-2 N—k+2N-k+1 N
En conclusion, X suit la loi uniforme sur [1, N]. Elle admet donc espérance et
variance données par :

N1

N2 -1
E(X) = — .

12

et V(X)=
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Exercice 9

Question 2.a

La variable X est a valeurs dans [r, N].
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Exercice 9
Question 3

La variable finie X admet une espérance donnée, d'aprés la formule d'absorption,

par
A= EC)- ) -

NN N+1
N>, =
e E(r) (r+1>
>

T
peut &tre justifiée par récurrence sur N > r ou par un raisonnement combinatoire
(dénombrer I'ensemble des suites de {B, B
détaillant selon la position du dernier).

E(X) =

()

ou la formule

™M=
™M=

N+ contenant r + 1 termes B en
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Exercice 10

Question 1

On a Z, = sup(Xi,...,X,) oy, pour tout j € [1,n], X; est le numéro de la boule
obtenue au j-ieme tirage. Par hypothese, les variables aléatoires X, ..., X, suivent
toutes une loi uniforme sur [1, N| et sont indépendantes puisque les tirages sont
effectués avec remise.
Pour k € [1, N], on a par indépendance de X, ..., X, :

k

" "
P(Z, < k)= P(Xy <k, Xo < K) = [ P(X < k) = (7) .
=1 N

La variable aléatoire Z, étant a valeurs dans [0, N, on notera que la formule
précédente est encore valable pour k = 0. On peut donc écrire, pour k € [1,N] :

P(Zy= k) =P(Zy < k)~ P(Zy< k—1) = (%) - (LNI)
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Exercice 10
Question 2.b

)o
1 N1, f\n 1 N=1,f\n
AR
k=1 k=0
est une somme de Riemann associée a la fonction f : x — x" sur [0,1]. La
fonction f étant continue sur le segment [0, 1], on a par théoreme
1 1 1
lim Sy = / f(t)dt = / t"dt = ——.
N—oo o o n+1

Il en résulte que

):nLN’ N = co.
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Deuxiéme méthode

Le résultat peut étre démontré directement : en posant m = E(X) il vient, pour
tout a € R,

(X=a) = (X = m) + (m—2))’
= (X —m)?+2(X —m)(m—a)+(m—a)?
E((X —a)?) = E((X — m)?) +2(m — a) B(X — m) + (m — a)°
=V(X)+ (m—a)?

car B(X — m) = E(X) — m = 0. ll est alors clair que la fonction est minimale
pour a = m c'est-a-dire a = E(X), de valeur V(X).
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Exercice 12

Question 1.a

Chacune des variables X; et X, donne le temps d'attente du premier succes
(obtenir un 6) dans une suite d'expériences de Bernoulli indépendantes de méme
paramétre p = %, et suit donc a ce titre une loi géométrique de paramétre p.
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Exercice 10

Question 2.a

La variable aléatoire Z, étant finie, elle admet une espérance donnée par :

E(Z,) = élk]P(Z,, —k)= ék((%)"_ (k&l))
- %(ék"ﬂ - ék(k 1) = Ni(é Kt Ag(m 1)

N— N—
(v e = ()

n
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Exercice 11

Question 1

Premiere méthode
On développe :

VYaeR, E((X-a)?) =E(X?-2aX + a%) = E(X?) — 2aE(X) + &
puis on étudie la fonction a — E((X — a)?). C'est une fonction polynomiale du
second degré qui atteint son minimum pour a = E(X), égal a

2
E[(X — E(X))"] = V(X).
Ainsi,
VYaeR, V(X)<E((X-a)?).
Remarque. Le résultat peut étre démontré directement en écrivant, d'apres la
formule de Kcenig-Huygens,
V(X) = V(X - a) = E((X — a)%) = B(X — a)> <E((X — a)?).
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Exercice 11

Question 2

La question précédente assure que

V(X) SE((X —0)*) <B((8 - a)) = (8- a)’
car0< X—a<f—a.
Remarque. On peut avoir mieux en écrivant :

v <] (x5 « U5

atB B—a
sachant que |X - Tl < 55
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Exercice 12
Question 1.b

Pour k = 0 tout d'abord, on a P(X; < k) = 0. Pour k € N*, on a :
1-gk

9 1 gk
- q

PO < k)= 3B =) = 35 pai =
j=1

j=1

oulonaposé g=1—p= %. On peut remarquer que cette formule est encore
valable pour k = 0.
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Exercice 12

Question 2.a

On a X = sup(Xy, X2) donc, pour k € IN, I'événement [X < k] est réalisé si, et
seulement si, X; < k pour tout i € {1,2}. En d'autres termes,
X <kl=[Xi <kn[Xa <K
d'ol :
P(X < k) =P(X, < k, Xa < k) = P(X;, < k) P(X2 < k)
par indépendance des résultats du premier et du deuxieme dé. Ainsi, d'aprés 1.b.,
VkeN, P(X<k)=(1-g")>
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Exercice 12
Question 2.c
La variable X admet une espérance car la série ci-dessous est absolument
convergente, par opérations sur les séries géométriques dérivées, toutes
absolument convergentes car de raison appartenant a |—1,1[ :
= 0
E(X) = Y kP(X = k) = 3 k(2pg" " = pg®* ™ — pg®?)
k=1 k=1
S g k-1 S (2 \k—1
=2p 3 kg" " —p(q+1) 3 k(q*)
k=1 k=1
__ 2% _plgtl) 9% .
T (-9 (-2 1
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Deuxiéme méthode
En remarquant que :
x
Yk e N = [ thde
| /0 ’
il vient :
1_p) o x 1_p) X,
B(y)= L2 <") / par= 12" / (2 (")tk) at
x =0 \k/ Jo x o \i=o \k
1-p) [* 1-p)"(1 1
_(-p /(Ht)ndt:( p)" (1 +x) }
X 0 X n+1
Par I'une ou I'autre méthode, on obtient :
1—(1—p)tt
E(Y) = &
(n+1)p
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Exercice 15

La variable Y étant finie, elle admet une espérance donnée, d'apres la formule de
I'espérance totale appliquée au systeme complet d'événements {[X = 0], [X > 0]},
par :

E(Y)=P(X=0)E(Y|X =0)+P(X > 0)E(Y|X > 0)
oli, conditionnellement & [X = 0], la variable Y suit la loi uniforme sur [1, n], si
bien que
n+1

B(Y|X=0)="3
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Exercice 12
Question 2.b

La variable X est a valeurs dans IN* avec, pour k € IN*, I'union disjointe
X <k—-1U[X =k =[X<Kk]
d'ou I'on déduit que
P(X =k)=P(X < k) - P(X < k—1).
Dés lors, vu la question 1.b. (méme si k =1) :
P(X =k =(1-¢)V-(1-¢V=(""-d")2-d" -3¢

= pg" L2 — gF — g*1) = 2pght — gl — pgh2.
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Exercice 14
Question 1
La variable Y = 51 étant finie, elle admet une espérance donnée, d'apres le
théoréme de transfert, par :
B(Y) =3 X =R = % o (1) e ot
T k+1 T A kr1\k)P P
=(1-p —— =2 >o
a-») k:0k+1<k>x UX=1,7
On peut envisager plusieurs méthodes de calcul :
Premiére méthode
D’apres la formule d'absorption :
1-p)y & <n+1) (_(-pr g (n+1> )
E(Y) = XK= 2T Xkt
) n+1 Eo k+1 (n+1)xk§0 k+1
A=p) i (n+1\ ., (1-p) 1
_ = 1 1),
(n+1)x iz \ K (n+1)x @+ )
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=
Exercice 14
Question 2
Pour les mémes raisons, la variable Z = 2X admet pour espérance :
n n
B(2) = 52 px =0 = £ 2}t oyt
k=0 = \k
n /n 2p \k 2p \"
=(1-p)" P Y —a-p)(1+-22 1+p)"
a-p 5 ()(75) ==+ 22) = a+n)
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Conditionnellement a [X > 0], on a Y = X si bien que
E(Y|X >0)=IE(X|X > 0). Pour calculer ce terme, on peut revenir a la
définition :

P(X > 0)E (X[ X > 0) = P(X > 0) 35 kPxsgy(X = k)
k=1
= Y kP(IX > 0] N [X = k])

= S KP(X = k) = E(X) = np
car [X = k] C [X > 0] pour k > 1, ou utiliser de nouveau la formule de
I'espérance totale, cette fois a la variable X :
E(X) = P(X = 0)E(X|X = 0) + P(X > 0)E(X|X >0)
=P(X>0)E(X|X >0).

On obtient finalement :
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Exercice 16

Question 1

Pour n € IN* donné, la variable aléatoire X est presque siirement finie (ne prend
que les valeurs —n et n) conditionnellement a A, et admet donc a ce titre une
espérance pour la probabilité P4, :
E(X|A,) =nPa (X =n)—nPs (X =—n).

Puis, étant donné que [X = n] C A,,
P(IX = nNA) _

P(An) T PX=n)+P(X=-n)
et de méme Py (X = —n) = 1.

On en déduit la valeur de IE (X |A,) = 0 et il en découle la convergence évidente
de la série 3=, P(A,) E (X]A,).

Pa,(X =n) =
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Exercice 18

Question 1

La variable X donne le temps d’attente du premier succés (apparition d'un
« pile ») dans une succession d'épreuves de Bernoulli indépendantes de méme
paramétre p. Elle suit donc une loi géométrique de parametre p : elle est a valeurs
dans IN* avec :

Vk e N*, P(X = k) =pq"!
ol l'on a noté g =1 — p, et admet espérance et variance données par :

Travaux dirigés
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La valeur absolue de Y indique le gain obtenu par le vainqueur alors que son signe
indique le vainqueur. Or, s'il y a un vainqueur apreés le k-ieme lancer, il s'agit
nécessairement de A si k est impair et de B si k est pair, de sorte que

(Y] =K = [¥ = (=114,

La variable Y prend ainsi ses valeurs dans {(—1)¥*1k}sen- avec :

Vk e N, Pix—g(Y = (=1)*1k) = Ppx_q(|Y] = k)
_ D —p)r sik>r
- 0 sik<r
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Année 2019/2020 53 /78

Exercice 18

Question 2.c

Puisque | Y| admet une espérance conditionnellement a I'événement [X = r], il en
va de méme de Y avec :

E(Y[X=r)= 5 (-1 Py (¥ = (-1)"k)
k=r
=Sl e o
= [k —1)rtlppr

d'apres la formule d’absorption et celle du bindme négatif.
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Exercice 16
Question 2

Il s’agit d’examiner la convergence de la série positive

2P =) = 3 el e = >

Cagze Inl(nl+1) T oG Il +1
qui est divergente par comparaison a la série harmonique :
1
EESa
La variable aléatoire X n'admet donc pas d'espérance.

; ()

>0, n—o0.

Remarque. L'argument précédent établit en fait la divergence de la série 3= ;. un
définie par :

1 .
Vn € Z*, u,,={"Tl s!n>0
0  sinon
La divergence de la série (x) s'en déduit car :
1
VneZ*, 0<u,<
ST nl+1
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Exercice 18

Question 2.a

La variable | Y| indique le gain obtenu par le vainqueur. Elle prend ses valeurs dans
IN*.

Conditionnellement & I'événement [X = r|, la variable |Y| donne le temps
d'attente du r-iéme succés dans une succession d'épreuves de Bernoulli
indépendantes de méme parametre p. D'apres I'exercice 25, elle suit donc la loi de
Pascal P(r, p) : elle est a valeurs dans [r, +oo[ avec :

k-1 -
vk >, lP[xz,](m:k):(,_1)p'(1—p>k .
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Exercice 18
Question 2.b

Toujours d'aprés |'exercice 25,

r
E(Y|[[X=r)=".
(v )=
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Exercice 18
Question 3

D’apres les questions précédentes, la variable Y admet une espérance
conditionnellement a [X = r] pour tout r € IN* et la série

;]P(X =nNE(YIX=r)= ;f(lfp)"ly

géométrique dérivée de raison 1 — p € |1, 1[, est convergente.

Dans ces conditions, on peut donc appliquer la formule de I'espérance totale au
systeme complet associé a la variable X, d'apres laquelle Y admet une espérance
donnée par :

B(Y) = £ POX= (X =)= £ - py U
__ P & plp-\ Tt PP
_(27;7)2,:21% 2—p ) S @-pR

Travaux dirigés
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Exercice 19

Les variables X et Y donnant le nombre de pile dans chacune des deux séries
suivent toutes deux la loi binomiale B(n, 1) car elles donnent le nombre de succes

(apparition de pile) lors d'une suite de n épreuves de Bernoulli indépendantes et de
méme probabilité de succes 3.

On décompose |'événement considéré :
X=vl= Ux=knly =4
k=0

ol l'union est disjointe. Il en résulte, par indépendance des lancers des jeux des
résultats de chaque joueur :

P(X = Y):éolP(X:k,Y:k): S P(X = K)P(Y = k)

et donc :
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En appliquant la formule de Vandermonde a a = b = n, on obtient la formule :

2
no(n 2n
wen £ =)
W) =
qui permet d’'achever |'exercice :

P(X=Y)= 2%(1")
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Exercice 20

Question 2.a

Pour n, h € IN*, on a par hypothese :
P(X > n+h)

Pixsn(X >n+h) = W =

P(X > h)

d'ou, pour h=1:
VneN*, P(X>n+1)=P(X>1)P(X >n)=qP(X >n)

et la suite (P(X > n)) est donc géométrique de raison g = P(X > 1).

neN*
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Exercice 25

Question 1.a

La variable X; donne le temps d'attente du premier succés dans une succession
d'épreuves de Bernoulli indépendantes de méme paramétre p. Elle suit donc une
loi géométrique de parametre p : elle est a valeurs dans IN* avec :

Vk e N*, P(X =k)=pg“?
ol I'on a noté g = 1 — p, et admet espérance et variance données par :

E(X):% ot V(X):p%,
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On conclut en utilisant la formule de Vandermonde (hors-programme mais trés
classique) : pour a,b € N,

Vne [0,a+ b], éﬂ(i)(n,b;) - (aJr:b)

qu'on peut établir par un raisonnement combinatoire. Soit en effet E un ensemble
de cardinal a+ b. On considere une partie A de E de cardinal a et on note B son
complémentaire, de cardinal b.

Pour n € [0, + b] donné, le coefficient binomial (*}*) représente le nombre de
parties de E & n éléments. L'ensemble P,(E) de ces parties peut &tre décomposé
en |'union disjointe suivante :

PoE) = U(X € Po(E) : Card(X 11 4) = k).

Puis, pour k € [0, n] donné, choisir une partie de E de cardinal n formée
d'exactement k éléments de A revient a choisir les k éléments qui la composent
issus de A (ce qui représente () possibilités) puis les n — k éléments de B qui
viennent s'y ajouter (ce qui représente ("fk) possibilités). Il y a donc (z) ("fk)
telles parties, ce qui achéve la démonstration.
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Exercice 20

Question 1

Pour commencer, on calcule

VkeN", P(X>k)=1-P(X<k)=1-YPX=))

k .
=1-Ypdt=1-p =4
=1
ol l'on a posé g=1—p.
Pour n, h € IN*, on a donc, étant donné que [X > n+ h] C [X > n] :
P(X>n+h) q"h h
P X > hy=———-"= =q' =P(X > h).
x> (X > n+h) B(X>n) 7 9 ( )
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Exercice 20
Question 2.b

Il résulte de la question a. que :
Yne N, P(X>n)=q" 'P(X>1)=q"

On note que la formule précédente est encore valable pour n = 0 puisque X est a
valeurs dans IN* par hypothese.

Pour n € IN*, I'union disjointe
[X>n-1]=[X=nU[X >n]
donne alors (méme pour n=1) :
PX=n=P(X>n-1)—P(X >n)= ¢l q" = (1— q)q"’1 = pg" !

ol p=1—q. La variable X suit donc la loi géométrique de paramétre p.
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Exercice 25
Question 1.b

Le r-ieme succes ne peut advenir avant la r-ieme épreuve. La variable X, est donc
a valeurs dans [r, +oo[. On verra réciproquement dans la question suivante que
toutes ces valeurs peuvent &tre prises par X;.
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Exercice 25

Question 1.c

Pour tout k € IN*, on note Sy I'événement « la k-ieme épreuve est un succes ».
Premiére méthode

Pour k > r donné, I'événement [X, = k] se produit si, et seulement si, la k-igme
épreuve est un succes et, parmi les k — 1 précédentes, r — 1 sont des succes et les
k—1—(r—1) =k — r autres sont des échecs.

L'événement [X, = k] s'écrit donc comme I'union disjointe des événements

A= (Kigkﬂs") n (19',%*1;) N Sk, )

ol / parcourt I'ensemble des parties de [1, k — 1] de cardinal r — 1. Par
indépendance des événements S;, 1 < i < k, chacun des événements (x) a pour
probabilité P(A;) = p’g“~". Dol finalement I'expression de :

k=1\ , W,
P(X, = k) = (,,1)P"7k .
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Q2a

Exercice 25

Question 2.a
En notant, pour tout n > 1, A, = ﬂk>,,57. on observe que :
Vn>1, A,=S5,NAn1CAn.
Le théoreme de la limite monotone s'applique donc a la suite croissante (A,) :
]P(U An) = lim P(A,).
51 n—oo
Or, par indépendance des épreuves,

e ) =0 %) = i B(f)5)

N
= lim P(S) = lim gVt =o.
N—oookl;[" (7) N—»aoq
Finalement,

P(Y, 05 = fim Pa) =0

n>1k=n
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Exercice 25
Question 2.b

D’apres 1.d.,
© (k—1\ , o,
s e =0 =5 (5ot

kev =r \r—1
I ressort donc de la question a. que :

= [k 4 1
—(r=1)_ _ =
k},:-l (’*l)q (1-q)

ce qui constitue la formule du bindme négatif, qui s'écrit aussi :

S k(k—1)--

k=r—1

(k—r+2)g"*1 = H

Cette formule est ainsi établie pour tout r > 1 et tout g € ]0, 1[.
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Exercice 25
Question 2.d

On calcule comme précédemment, d’aprés le théoreme de transfert,

B(X,(X, +1)) = > (k+ DkB(X, = k)
k

=r

- fll)! g;(k F 1)k (k—r+1)g"
- (rfi'l)!k:iﬂk(k 1) (k= (r 1)+ 1)gt Y
P (r+1)! r(r+1)

Tr-nia-g T2
On en déduit I'existence et la valeur de

VX) = ()~ B(X)* = B(X(X; +1)) ~ E(X,) - B4 = £

Travaux dirigés
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Deuxiéme méthode

Pour k > 1, on note Ty la variable aléatoire donnant le nombre de succés observés
au cours des k premiéres épreuves, qui suit la loi binomiale B(k, p).

Pour k > r donné, on a [X; = k] = [Tx—1 = r — 1] N S d’ol, par indépendance
des k — 1 premieres épreuves avec la k-ieme :

P(X, = k) = P(Tyy = r — 1) B(S¢) = (’: - :) .
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L'événement

N S«

n>1kzn

se réalise si, et seulement si, chacune des épreuves améne un échec a partir d'un
certain rang. Il ressort donc du calcul précédent qu’au cours de la suite d'épreuves,
on obtient presque siirement une infinité de succes.

La variable X, est donc bien définie.
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Exercice 25

Question 2.c

La série ci-dessous converge absolument comme série géométrique de raison
g €]-1,1], ce qui établit I'existence de E(X) :

E(X) = g:'k]P(X, —k) = (rfrl)! ék(k— 1) (k—r+1)g“"

.

o
r—DIT—qr? p
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Exercice 25

Question 3.a

Par définition,onar+ Y, = X,, dot Y, =X, — r.

Travaux dirigés
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Exercice 25
Question 3.b

On déduit immédiatement des questions précédentes que Y, est a valeurs dans IN
avec :

k-1
VkeN, P(Y,=k)=P(X,=r+k) = (HLI )pquy
qu'elle admet espérance et variance données par :

B(Y,) =B(4) —r="1 et V(Y)= V()= L.
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Exercice 27
Question 1

Il vient, pour n € IN :

S KB(X = k) = 35 k(B(X > k— 1) ~ P(X > K))
k=0 k=1
= S KP(X > k—1)= ¥ kP(X > k)
k=1 k=1
= LU+ )P k) - 35 KP(X > K)
k=0 k=0
= H((k+ 1) = k) P(X > k) = nP(X > n)
k=0
= XN: P(X > k) = (n+1)P(X > n),
k=0

d’ou le résultat.
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@ Réciproquement, on suppose que X admet une espérance.

On note pour commencer que

VneN, (n+DP(X>nm=(n+1) > PX =k
k=nt1

< Y KP(X =k —0

k=n+1 n—oo

car la convergence de la série ), IP(X = k) entraine celle de son reste vers 0.
Il en résulte par encadrement que

lim (n+1)P(X > n) =0.
=300

Il ressort alors de la formule obtenue en 1. que la série ), P(X > k)
converge avec :

SR(X > k) = S kP(X = k) = E(X),
k=0 k=0

ce qui acheve la démonstration.
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Exercice 25

Question 3.c

Pour k € IN, on obtient en inversant I'ordre des facteurs :
k+r—=1\ (k+r=1)(k+r=2)--(r+1)r r(r+1)---(k+r—-1)

k N N k!
_ (_1)k(—r)(—r —1)-(=r—k+1) _ (_1)k<—r)-

k! k

On en déduit immédiatement que :

VkeN, P(Y,=k) = (7r>p’(—q)k.
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Exercice 27
Question 2

On raisonne par double implication.
o On suppose dans un premier temps que la série ), P(X > k) converge.
On a dans ce cas, d'apres 1.,
VnelN, Y kP(X=k)= Y P(X>k)—(n+1)P(X > n)
k=1

<Y PX>K) <> P(X > k).
k=0 k=0

Ainsi les sommes partielles de la série 3°, kIP(X = k) sont majorées, et
comme cette série est a termes positifs, cela suffit pour assurer sa
convergence et donc sa convergence absolue : la variable X admet une
espérance.
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Remarque. On n'a pas toujours
nll'mw(n-f— 1)P(X >n)=0
et cette propriété n'est pas suffisante pour assurer I'existence de E(X). Pour le

mettre en évidence, on pourra démontrer le résultat suivant et I'appliquer aux
suites définies par

1 1
Vn>1, q,,:w (resp. Vn>=2 q,= nInn)‘
Théoreme Soit (qn)nen une suite d'éléments de [0, 1], décroissante et de limite

nulle.
Il existe une variable aléatoire X a valeurs dans IN telle que :

VnelN, P(X>n)=q,
Il suffit de justifier qu'il existe une variable X telle que
P(X=0)=1-qo et VYneN*, P(X=n)=qp1—0qn

puis de vérifier qu’une telle variable convient.
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