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Exercice 2
Question 1
L'étude de la fonction f : x — "X montre qu'elle est décroissante sur [e, +ool.
En notant B
YneN*, S,= [;(—l)kf(k),
on a alors :

@ Pour tout n € IN*, Syp1) — Son = F(2n42) — F(2n+ 1) < 0 et la suite
(S2n) est donc décroissante.
@ On montrerait de méme que la suite (S2,41) est croissante.

@ Enfin,
_In(2n+1)

2n+1
Ainsi les suites (S,,) et (Spp+1) sont adjacentes. Elles convergent donc vers une
limite commune S. Comme ce sont les deux suites extraites principales de la suite

(Sn), celle-ci converge également vers S.
Ceci établit la convergence de la série 3(—1)"!22, dont (S,) est la suite des

sommes partielles.

Sont1— Son=—f(2n+1) =

n—o0
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Exercice 3

Question 2

Pour pouvoir procéder a des simplifications identiques, on décompose le polynéme
X3 +2X2 = 3X — 1surla base (1,X, X(X — 1), X(X —1)(X — 2)) de Rs[X] :

X3 +2X2 —3X —1=X(X —1)(X —2) +5X(X —1) - 1.

D’ou la convergence de la série et la valeur de sa somme :

f}(n3+2n2—3n—1)§:23§£+5-22z i 2
n=0 n! a3 (n—3)! (n=2)! =

x N
=(8+20-1)) =27
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Exercice 3

Question 4

L'idée est faire apparaitre des séries géométriques « primitivées » (cf. remarque a
la fin de I'exercice 17) :

o0 X"’
Vxe]-1,1, ¥ —=-In(1—x).
n=1 N
On obtient ainsi la convergence et la somme de la série :

"im:é(%— nil)%: ,21%(%)”_3,§lni1(%)n“

L R RIS
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Exercice 1

Traité en classe.
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Q1
Exercice 3
Question 1
On écrit : 1 1 1 1
n n
R R B o R

On en déduit, par comparaison aux séries exponentielles, la convergence de la série
> up et sa somme :

D e R OE EED O B
up =1+ +> == — =2e.
o am(n=1) =l a=o n!
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Exercice 3

Question 3

On proceéde de méme pour faire apparaitre des séries géométriques dérivées :
X242X —1=(X+2)(X+1)— (X +1)-2.
Les séries géométriques dérivées qui apparaissent sont alors convergente puisque
‘%| < 1, d’our la convergence et la somme de la série ci-dessous :
o0 5 1 o0 1 n o0 1 n o0 1 n
S(t2n-1)5 =S (+2(+1)(5) - X+ 1(5) -23(3)
=0 2" 1% 2 fr 2 =\2

=8.
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Exercice 3
Question 5

On peut déja établir la convergence des séries proposées soit par application de la
regle de d'Alembert, soit plus simplement par comparaison a une série
exponentielle en écrivant par exemple :

n n
VnelN, 0< 4 bl
2n)! = !
On peut donc poser
oo 4n s p2n s p2ntl
S= = et T=
P IR Y el 51
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On observe alors (travailler d'abord sur les sommes partielles pour une justification
rigoureuse) que

s s  p2n o 2+l o om )
+T= -+ 5 = —=e
";0 (2n)! ,,Z::O @n+1)! Zom!
et de méme
oo 20 oo p2ntl o oam o (—2)m
S5-T=Y —~-> ——= —-1)"— = =e 2
,,go (2n)! ,;1 @2n+1)! ,,,20( ) m! ,,,20 m!

Ces deux relations constituent un systéme linéaire d'inconnue (S, T), dont la
résolution immédiate conduit a :
2 4 o2 2 _ g2
e +e e —e
S=—— et T=——.
2 2

Travaux dirigés
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Exercice 4

Ona:

VYnelN, 0<v,—u,<wy,— U,
d’oli la convergence de la série ) v, — u, par comparaison a la série Y w,, — up,
convergente par hypothese.
Mais puisque la série 3 u, converge, la série 3 v, est de méme nature que la
série Y v, — Up; elle est donc convergente.

Travaux dirigés
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Exercice 6

D’apres I'inégalité arithmético-géométrique :
Up + Uy
YneN, 0< ity < ——— 5 ",
En admettant provisoirement la convergence de la série 3 up,, on en déduit donc
la convergence de la série > \/u,uz, par comparaison aux séries convergentes

S up et > usp.
On est donc ramené 2 établir la convergence de la série ) up,. Or
n 2n 0
VnelN, Yk < Y u<y =M
k=0 k=0 k=0
par positivité et convergence de la série > u,. Ainsi la suite des sommes partielles

de la série )~ up, est majorée, et comme cette série est a termes positifs, cela
suffit pour assurer sa convergence.

Travaux dirigés
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Exercice 8

On pose :
1

n(Inn)f"
Pour y # «, les théorémes de croissances comparées donnent :

Ynz2, u,=

. 5 . 0 sia>vy
lim nu, = lm ————— = .
n—oo n—oo n“”Y(In n)ﬁ +o0 sia <7y

Le cas v = « se divise a son tour en trois sous-cas :

0 sif>0
lim n%u, = lim —— = 1 sig=0
n—00 n—co (In n)? oo sif<0

Travaux dirigés
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Exercice 3
Question 6

Puisque cose™" > 0 pour tout n € IN, la série

—n—1
cose™"
In———— = 5"(In(cose (") — In(cose™"
Yin e = X(In( ) — In( )
est télescopique convergente car la suite de terme général In(cose™"), n € IN, est
convergente. On a de plus :
o cose "t .
———— = lim In(cose™") — In(cos 1) = — In(cos 1).
"0 cose " n—o0
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Exercice 5

Comme la série ) u, converge, la suite (u,) converge vers 0. Il en résulte que

u? = o(uy,) d'oll, par positivité de u, (et u?), la convergence de la série > u2.

Travaux dirigés
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Exercice 7

Ona: ) 1
Vn=1, Inu,= In(1+ =
Zn(+ )

et (In u,) est donc la suite des sommes partielles de la série de terme général
1
Xp = In(1+ 7), n>1.
n
Comme

1
Xn~7201
n

la série )~ x,, est convergente par comparaison aux séries de Riemann. La suite
(In up) de ses sommes partielles est donc convergente, d'oli I'on déduit que la suite
de terme général u, = e converge.
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o Sia <1, le calcul préliminaire appliqué a v = 1 montre que

0< l = o(;)
n n*(Inn)8/’
d’ol I'on déduit la divergence de la série Y u, par comparaison a la série
harmonique, divergente.
@ Sia > 1, alors on peut choisir 7 réel tel que 1 <y < . Puisque v < «, le

calcul préliminaire assure que
1 1
0 ——— = 0(7).
= no(Inn)8 n
d’ol I'on tire la convergence de la série Y u, par comparaison a la série de
Riemann )~ 1/n7, convergente puisque y > 1.

@ Si a =1, une comparaison a une série de Riemann ne permet pas de
déterminer la nature de la série > u,.
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Exercice 10

Question 1

Pour tout n € IN, upy1 — up, = —u? < 0 et la suite (u,) est donc décroissante. Par
ailleurs son premier terme appartient a l'intervalle 0, 1[, stable par

f:x+— x(1 — x) : plus précisément,

1

T

Par conséquent, la suite est a termes dans I'intervalle |0, 1[; elle est donc minorée.
Décroissante et minorée, elle est donc convergente.

En passant a la limite dans la relation de récurrence, on montre que sa limite ¢
vérifie £ = { — (2, c'est-a-dire £ = 0. Ainsi la suite (u,) converge vers 0.

Vx €[0,1], 0<x(1—x)<

Travaux dirigés
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Exercice 10
Question 3

La série 3" In “2 = 37(In up41 — In u,) est également télescopique, mais
divergente puisque la suite (In u,) diverge vers —oo d'apres 1..

Par ailleurs, puisque u, — 0,

Unt1

In =In(1— up) ~ —u, < 0.

n
On en déduit par comparaison que Y. u, est de méme nature que Y. In “‘”‘—:‘
c'est-a-dire divergente.

Travaux dirigés
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Exercice 12

Question 2

Par théoreme, la suite (u,) converge si, et seulement si, la série télescopique
associée Y upy1 — U, converge.

Dans le cas étudié, la suite (u,) est donc convergente d'aprés la question 1.. Il
existe donc v € R tel que u, — 7, i.e. u, =~ + o(1) ou encore

l:Inn-f—*y-%—o(l).
1k

[\gEl

k:

Travaux dirigés
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Exercice 13

Question 2

Pour le choix de 3 = %, la série télescopique > yn41 — yn est convergente d’aprés
1., si bien que la suite (y,) est convergente. En notant ¢ sa limite, la suite de

terme général
Xn

= prl
converge vers C = e’ > 0, ce qui signifie que :

Xp ~ Cq"n(‘/",

n— o0.

Travaux dirigés
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Exercice 10
Question 2

La série > u2 = S"(up — uny1) est télescopique convergente, étant donné que la
suite (u,) converge d'apres 1..
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Exercice 12
Question 1
Il vient :
1 n+1 11 1
- - == (142
i (n) nl+1 n(+n)

- o) - (- o(3)
n n n n 2 n?
1 1 1
=~z tolz) ~ e <0
On en déduit la convergence de la série > v, par comparaison a la série de
Riemann convergente —1 3~ 1.

Travaux dirigés
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Exercice 13

Question 1

Il vient :

7‘7"“?::_ - |nﬁ = Inxj(—:l —|nq—|n(":1)ﬂ

= In(1+% + 0(%)) —ﬂln(lJr%)

G+ (@) G +e(@) = (-9)5+o(z)

Pour =, la série 3" u, est donc absolument convergente par comparaison 3 la
série de Riemann convergente 3" 1/12.

up=1In
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Exercice 14

Soient (Sp)pew+ la suite des sommes partielles de la série 2"21 up et (Th)nen-
celle de la série 3, 4. En posant So =0, on a:

Vn>1, T":iﬂ:”Sk—Sk—lz ”Sk_z”:sk,1
sk & k P = )
n G, n=l G, n—1 1 1 S,
e s (Ao Ly 2>
Lk Ei i X (3 k+1)+n
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Comme la série ) u, converge, la suite (S,) est elle aussi convergente et par suite
bornée : soit M réel tel que pour tout n > 1, |S,| < M. Au membre de droite de la
formule (), on a donc :

i So H .
@ le quotient 3 qui tend vers 0 lorsque n — oo ;
@ la somme
n—1 1 1
- Es(- )
" El k™ k+1
qui apparait comme une somme partielle de la série de terme général

1
o=y

), n>1
Or:

1 1
Vnz=1, |x)|< M(f - )
21l <M(p- =
d’ol I'on déduit la convergence de la série Y x, par comparaison a la série
télescopique Z(l" — ﬁ), convergente puisque la suite (ln) converge. La
suite (X,) est donc convergente.

La suite (T,) est donc convergente, ce qui établit la convergence de la série ) %.

Travaux dirigés
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Exercice 15
Question 1.b

De méme, u, ~ v, > 0 avec Y v, convergente entraine que _ u, converge, ce qui
explique la bonne définition des restes. L’hypothese u, ~ v, s'écrit

up — vy = o(v,). Par application du résultat démontré en a., on en déduit que

Uy — V= o(Vh,), soit U, ~ V.

Travaux dirigés
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Exercice 15
Question 2.b

D’apres la formule de Stirling
a, — InV2m.
n—00
On a par ailleurs, d’aprés un développement limité a I'ordre 3 du In,

=1 o ol ) g <0

d'oli, d'aprés 1.b. puisque la série de Riemann 3~ 1/n? converge,

n— oo,

In\/27r—a*§:u —iii L n— oo
T e T TR Ak 12n° :
Par suite, 1 1
a,,:ln\/27r+f+o(f), n— oo
12n n

Travaux dirigés
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Exercice 16

Question 1

Pour n € IN*, il vient :

n(il)kfl_nik_ 1k— B 1n7k_

P G 1/0z 1dt_/0(k2:1( ) at

Y G L e o1 [T
_/0 e er(fl)“/o e

1 n
=2+ (—1)"“/
0

Y

de.

1+t

Travaux dirigés
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Exercice 15

Question 1.a

On s'assure tout d'abord de la bonne définition des restes : par hypothese, la série
>~ v, converge d'ol I'on déduit, puisque u, = o(v, = 0), que la série ) u,
converge absolument donc converge. Les restes de ces deux séries convergentes
sont donc bien définis.

Pour £ > 0 donné, il existe N € IN tel que

Vn>= N, |un] < evp.
Dés lors,
- - -
V> N, \U,,\:‘Zuk‘ <Yl <X ve=eV,
k=n k=n k=n

Ceci établit que U, = o(V,,).
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Exercice 15
Question 2.a
Ona
0< ! ! n—
2 on(n+1) o

d'ol d'apres 1.b., puisque la série de Riemann " 1/n? converge,

x = 1 x> 1 1 1
AU I Z

R ARk D Ak kvl o T

Travaux dirigés
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Exercice 15

Question 2.c

D’apres b.,
/2
nl =

o exp(ln\/ﬂ-ﬁ—%n+o(%))

=V2r

/2

= ()
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Exercice 16
Question 2

Pour ne IN, ona:

|(—1)”+1 1"L—ndt‘:/l e
0

b 1+t T+¢

1
< "t = ——
dt\/otdt P ead’

d'ol I'on déduit par encadrement que

1 n
fim (71)"“/ g
b T+t

n—oo

Il en résulte d'apres 1. la convergence et la valeur de la série suivante :
00 (71)11—1

n=1

=1In2.
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Remarque.

Attention, étant donné une suite de fonctions (f,) sur un segment [a, b], on n’a

pas en général :
b b
s 0= i )

méme si les limites existent !

Le vérifier sur le contre-exemple (simple!) f, : x € [0,1] — nx""%, n > 1.

Travaux dirigés
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Exercice 17
Question 2

D’apres la question précédente,
X2k

n X n 1
kX _ 1)Kk
P T arctan |/D (EO( )t 1+t2)dt‘
X, n Kok 1 X t2n+2
< _ _ _ [ B
\/0 PSR et /0 et
g/ 2r2 gy —
0

X243
Il en résulte par encadrement que

—0
2n+3 n—oo

lim En: (—l)kﬁ = arctan x.
nree 2k +1
Ainsi la série ci-dessous converge et :
0 2L
’;)(—1)"2"7Jrl = arctan x.

Travaux dirigés
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Exercice 18

Question 1

Pour tout n > 1, on considere la fonction
1
Up:x € RV— ———.
" n(1+ nx)

Pour x € R, 11

up(x) ~ 2 =0,
d’oli I'on déduit la convergence de la série >~ u,(x) par comparaison a la série de
Riemann 3" 1/n?. Ainsi f(x) est bien défini pour x € R*.
La fonction f est donc définie sur R*.
Par parité des fonctions u,, on a pour tout x € R* :

o0 o0

f(=x) = 3 un(=x) = 3 un(x) = f(x),
=1 n=1

ce qui prouve que f est paire.

Travaux dirigés
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Exercice 18

Question 3.a

Pour xo > 0 donné et x € [ﬁ m} ona:

272
o x2 — x2 © 1
F) — f _ R TX 22 - -
1760 = o)l = | &, e |~ 41 & T meae e
-
1
< Jx =0l (x +20) Yo —————— <r|x— x|
=1 (4 @)L+ %)
ou
5xp X 1
K= S —
2 o3 (1 m@)(1+nY)

est bien défini comme somme d'une série convergente par comparaison aux séries
de Riemann.

Travaux dirigés
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Exercice 17
Question 1

Puisque —x2 # 1, on a par sommation des premiers termes d'une suite
géométrique :

( 1- (7X2)n+1

Vn e IN*, —1)kx% = Xk =
P 2
d’ol
n . ok 1 X322
N*, -1 - = (- .
n € I, EO( )'x 1+x2 ( 1+ x2
rblid.fr Année 2019/2020 34/1
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Remarques.

En intégrant entre x et 0 dans la question 2., on pourrait justifier que la formule
est encore valable pour x € [—1,0].

Sur le méme principe, on établirait que :

In(1+x) = 3 (~1)

n=1 n

n
n—1XC

Vx €]-1,1],

Travaux dirigés
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Exercice 18

Question 2

Pour0<x<y,ona:

1 1
Yn>1l, —f————— 2"
=t n(1+nx2) = n(1+ ny?)
d’oli en sommant, les deux séries étant convergentes :
x 1 x 1
f)=2% EDS =f(y).

a1 n(1+nx?) 7 =n(1+ ny?)
La fonction f est donc décroissante.
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Exercice 18
Question 3.b

Pour xp € R, I'inégalité de la question a. implique que f(x) — f(xo) lorsque
X — Xp, ce qui établit la continuité de f en xo.
Ainsi f est continue sur R puis, par parité, sur R*.
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Exercice 18

Question 4.a

La fonction f étant décroissante sur RY, elle admet des limites en 0 et en +oc en
vertu du théoreme de la limite monotone :

@ en 400 : une limite finie car f est minorée par 0;
@ en 0 a droite : une limite finie si f est majorée, +o00 sinon.

Travaux dirigés
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Exercice 18
Question 4.b

On a tout d'abord, toutes séries convergentes :

x1 1 x11

C
72g2 == —0

Vx >0 — -——
! Sanldnx T Sinnx T x2 xotoo

0< f(x) =

d'ol I'on déduit par encadrement que :

lim f(x)=0.

x—+00

Qab
Par ailleurs, pour x > 0 donné, on a :
=3t ooy 1 oo L
=N O 1<ney ML+ nx?) ~ 1<ne s, 2n X0

par composition des limites, étant donné que la suite des sommes partielles de la
série harmonique diverge vers +occ. Il en résulte que
lim f(x) = +o0.

x—=0
x>0

Travaux dirigés

Année 2019/2020 43 /1

bid fr Travaux dirigés

Année 2019/2020

2/1




