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Dans tout ce chapitre, E désigne un espace vectoriel réel (qu’on ne suppose pas nécessairement de dimen-
sion finie, sauf mention expresse du contraire).

1. Formes bilinéaires I

1.1 Définition

DEFINITION 1.1 On appelle forme bilinéaire sur E toute application ¢ : E X E — R telle que :
(i) pour touty € E, l'application x € E —— ¢(x, y) est linéaire :

V(x,x') €E*, VAER, o(x+Ax,y)=o(x,y)+ro(x,y);

(ii) pour tout x € E, application y € E — ¢(x, y) est linéaire :
V(y.¥) €E, VAER, o(x,y+Ay)=0(x,y)+Ae(x,y).

Remarque 1.2 On prendra soin de ne pas confondre la bilinéarité avec la linéarité. On pourra par exemple
comparer les développements de ¢(Ax,Ay) ou ¢(x + x',y + y') pour A € R, x,x,y,y’ € E lorsque
¢ : E x E — R est linéaire puis bilinéaire.

Exemples 1.3 Les applications suivantes sont des formes bilinéaires :
(i) Tapplication (x, y) — xy sur R;
(ii) l'application ((xh ¥1), (%, Y2)) > X1, — %) sur R?;
(iii) I'application
(Gt %)y (G155 90)) > 2o %y
i=1

sur R*;

(iv) lapplication (X,Y) — cov(X,Y) sur'espace vectoriel L7(Q) des variables aléatoires réelles discrétes
(sur un espace propabilisé (Q, A, P) donné) admettant une variance ;

(v) T'application

r.o— [ B0 dt

sur R,[X];
(vi) pour A € M,(R) donnée, I'application (X,Y) — "XAY sur I’espace vectoriel M,, ; (R).

LEMME 1.4 Soit ¢ une forme bilinéaire surE. On a :
(i) pourtout x € E, p(x,0) = ¢(0,x) =0;
(ii) pourtous xy, ..., X, Y1,..., Vs EEet Ay, ... A py, ... 4 €R,
o(Lrm S wy) = = Aaolx. y).
i= Jj=

1<igr
1yss

1.2 Représentation matricielle
On suppose dans cette section que I’espace vectoriel E est de dimension finie n > 1. On se donne une
forme bilinéaire ¢ sur E ainsi qu’une base e = (ey, ..., e,) de E.

DEFINITION 1.5 On appelle matrice représentative de ¢ dans la base e, et I'on note Mat(¢, e), la matrice
A = (aij)i<ij<n € Mu(R) de coefficient générique :

a;=¢leg), 1<ij<n
Exemples 1.6 Déterminer les matrices représentant les formes bilinéaires suivantes dans la base indiquée :

(i) la forme bilinéaire (x, y) — xy sur R en base canonique ;
(ii) la forme bilinéaire ((xl, M), (%, y2)) — X1y, — X%, sur R? en base canorfigue ;
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(iii) la forme bilinéaire (P, Q) — fol P(#)Q(¢) dt sur R,[X] en base canonique;
(iv) laforme bilinéaire (x, y) — >, x;y; sur R"” en base canonique (¢4, . . ., €,) puis danslabase (e, . . ., e,)
oue =¢; + -+ ¢ pourtout i € [1,n].

THEOREME 1.7 La matrice A représentative de ¢ en base e est caractérisée par la condition suivante : pour
tous vecteurs x, y € E représentés en base e par les matrices colonnes X etY, on a :

o(x,y) = XAY.

Remarque 1.8 On déduit du théoréme précédent que les formes bilinéaires sur E forment un espace vec-
toriel isomorphe a M,,(RR) par I'application ¢ — Mat(¢, €), qui est donc de dimension n?.

Remarque 1.9 Etant donnée une matrice A € M,,(R), Papplication ¢, : (X,Y) — "XAY est une forme
bilinéaire sur M, ;(R) représentée en base canonique par la matrice A. On 'appelle la forme bilinéaire
canoniquement associée a A.

PROPOSITION 1.10 (RAPPELS SUR LA TRANSPOSITION) L’application M, ,(R) — M, ,(R),M — ‘M est
linéaire et vérifie les propriétés suivantes :

(i) pour tousM € M, ,(R) etN € M, ,(R), '(MN) = 'N'M;

(ii) pour toute matrice P € M,(R) inversible, 'P est inversible et ('P)~" = "(P7!).

THEOREME 1.11 (FORMULE DE CHANGEMENT DE BASE) Si e et €' sont deux bases de E, P la matrice de passage
de e a €, alors les matrices A et A’ représentant respectivement ¢ en bases e et € sont liées par la formule :

A’ = 'PAP.

1.3 Formes bilinéaires symétriques, positives, définies-positives
DEFINITION 1.12 On dit qu’'une forme bilinéaire ¢ surE est :

o symétrique si : pour tous x,y € E, o(y,x) = ¢(x,y);

e positive si: pour tout x € E, p(x,x) > 0;

e définie-positive si : pour tout x € E \ {0}, ¢(x,x) > 0.

Remarque 1.13 On notera qu’une forme bilinéaire définie-positive est automatiquement positive. D’ailleurs
on justifie souvent qu’une forme bilinéaire ¢ est définie-positive en montrant d’abord que ¢ est positive,
i.e. que ¢(x, x) > 0 pour tout x € E, puis en vérifiant que ¢(x,x) =0 = x = 0.

Exemples 1.14 (i) La forme bilinéaire (x, y) — xy sur R est symétrique définie-positive.

(ii) La forme bilinéaire ((x1, 1), (x2,¥2)) — %12 — X231 sur R? n’est pas symétrique, est positive mais
pas définie-positive.

(iii) La forme bilinéaire (x, y) — >, x;y; sur R" est symétrique définie-positive.

(iv) La forme bilinéaire (P, Q) — fol P(#)Q(¢) dt sur R, [X] est symétrique définie-positive.

(v) La forme bilinéaire cov sur L3(Q) est symétrique positive mais pas définie-positive.

PROPOSITION 1.15 On suppose l’espace vectoriel E de dimension finie. Soit ¢ une forme bilinéaire sur E. Les
propositions suivantes sont équivalentes :

(i) la forme bilinéaire ¢ est symétrique;

(ii) la forme bilinéaire ¢ est représentée par une matrice symétrique dans une base de E ;

(iii) la forme bilinéaire @ est représentée par une matrice symétrique dans toute base de E.

Remarque 1.16 Une matrice A € M,(R) symétrique est dite positive (resp. définie-pogitive) si la forme
bilinéaire sur M,,;(RR) qui lui est canoniquement associée est positive (resp. définie-positive).
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ProPOSITION 1.17 (INEGALITE DE CAUCHY-SCHWARZ) Soit ¢ une forme bilinéaire symétrique positive sur E.
Ona:

v,y €E  lo(xy)l < Velx x0)Ve(y.y).
Si de plus ¢ est définie-positive, alors on a égalité dans ’inégalité précédente si, et seulement si, la famille
(x,y) est liée.

Exemple 1.18 Pour deux variables aléatoires réelles discretes X et Y admettant une variance, on a :
lcov(X,Y)| < o(X)o(Y).

2. Produits scalaires I

2.1 Définition

DEFINITION 2.1 On appelle produit scalaire sur E toute forme bilinéaire symétrique définie-positive sur E,
i.e. toute application ¢ : E x E — R wvérifiant les propriétés :

(i) pourtousx,x’,y €EetA € R, p(x +Ax',y) = o(x,y) + Ap(x', y);

(ii) pourtouxx,y,y € EetA € R, ¢o(x,y+ 1Y) = o(x,y) + Ap(x, ) ;

(iii) pourtous x,y € E, ¢(y,x) = ¢(x,y);

(iv) pour tout x € E, p(x,x) > 0;

(v) pourtout x € E, p(x,x) =0 = x = 0.

Remarque 2.2 Les conditions de la définition précédente sont redondantes : la propriété (ii) découle en
effet des propriétés (i) et (iii). En pratique, on pourra donc se contenter de vérifier la linéarité a gauche, la
symétrie puis de signaler que ces propriétés entrainent la linéarité a droite.

Remarque 2.3 Le produit scalaire ¢(x, y) de deux vecteurs x, y € E est souvent noté x - y, (x|y), (x, y) ou
(x]y).

Remarque 2.4 En tant que forme bilinéaire symétrique, un produit scalaire est représenté dans chaque
base de E par une matrice symétrique.

2.2 Exemples usuels de produits scalaires

PROPOSITION 2.5 L’application qui, a un couple (x,y) d’éléments x = (x;,...,x,) ety = (y1,...,y,) de
R", associe

(x, ) =>xyi=xiy1 + -+ XnYn

i=1
est un produit scalaire sur R", appelé le produit scalaire canonique sur R".

Exemple 2.6 o Plus généralement, si E est un R-espace vectoriel de dimension finie n rapporté a une base
e, alors 'application qui a un couple (x, y) de vecteurs de E de coordonnées respectives (xi, . . ., x,) et

(1, ..., Yn) dans la base e, associe ;
(x, ) = 2 xiy;
i=1

est un produit scalaire sur E.
Si lespace E admet une base canonique, le produit scalaire qui lui est ainsi associé est lui aussi qualifié
de canonique.

e Ainsi, 'application qui, a un couple (X, Y) de matrices colonnes X = * (xl e x,,) etY =+ (y1 e yn)
de M,,;(R), associe )
<X, Y> = tXY = Z XiYi
i=1
est un produit scalaire sur M, ;(R) : le produit scalaire canonique sur M,, ; (R).
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Exemple 2.7 Montrer que I’application
(A,B) — (A,B) = tr(‘AB)
est un produit scalaire sur M,,(R).

PROPOSITION 2.8 Soient a < b deux réels.
L’application

b
(F.g) s (f.g) = / F(Dg(n) dt

est un produit scalaire sur Uespace vectoriel € ([a, b], R) des fonctions réelles continues sur le segment [a, b|.
On parle du produit scalaire usuel sur € ([a, b], R).

2.3 Norme euclidienne associée a un produit scalaire
Dans toute la section, on suppose 'espace vectoriel E muni d’un produit scalaire (-, -).

DEFINITION 2.9 On appelle norme euclidienne associé au produit scalaire (-, -) U'application ||-|| : E — R

définie par :
VxeE,  xll =V {xx).

Remarque 2.10 La norme d’un vecteur de E représente sa longueur.

Il existe un autre point de vue sur les éléments de E, que 'on peut considérer comme des points. La distance
d(x,y) entre deux points x et y de E sera alors la norme du vecteur xy = y — x : d(x,y) = ||y — x||. On
définit ainsi une fonction distance euclidienne d : E x E — R, par:

V(x,y) €E xE, d(x,y) = |ly — x||.

Exemples 2.11 o Les normes euclidiennes associées aux produits scalaires canoniques sur les espaces R",
M, :(R) et M,(R) sont données par :

X1
n n
X = (X1, 00, %,) —> 4| D XF X=| 1| r—VXX=,/> %
i=1 x, i=1
et A= (ahj)lgi’jgn — \/tr(tAA) = Z a?’j.

1<i,j<n

e Lanorme euclidienne associée au produit scalaire usuel sur 'espace € ([a, b|, R) (a < bréels) est donnée
par :

b
fr— /f(t)zdt.

ProrosITION 2.12 (INEGALITE DE CAUCHY-SCHWARZ) Pour tous x,y € E,ona:

|Ges ) < Il

avec égalité si, et seulement si, la famille (x, y) est liée.

Exemples 2.13 Ecrire I'inégalité de Cauchy-Schwarz dans R" et ¢'([a, b], R) munis de leur produitscalaire
canonique ou usuel.

PROPOSITION 2.14 La norme vérifie les propriétés suivantes :
x[|[=0<=x=0;

Ax[| = [A] ]}
x4yl < [l + [yl

> séparation : pour tout x € E,
> homogénéité : pour tous A € R et x € E,
> inégalité triangulaire : pour tous x,y € E,
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Remarque 2.15 La relation
Vix,y) €E lx+ )’ = (x+yx+ ) = (o) +2(9) + (1,9) =[xl + 2 (x, 9) + Iyl

est souvent utile en pratique; elle permet par exemple de démontrer les identités de polarisation et du
parallélogramme qui font 'objet de la proposition suivante.

Plus généralement, pour une famille (x;, ..., x,) de vecteurs de E, on a :
Yuf = T tx) =Lkl T (mx) =Xl 4z T fxx).
i=1 1<ij<r i=1 1<iAj<r i=1 1<i<j<r
L’identité suivante peut également étre utile :
Vi y) €EL Iyl = llxl’ = (y —x v+ ).
PROPOSITION 2.16 Pour tous x,y € E, on a les formules :
() = 5 (e + 91 = el = 1) @)
(x,y) = %(HX||2+ Iy1° = llx = yII*) (22)
(v 3) = (et 3l = = 1) 3)
e+ 91+ llae = w11* = 2(llxll” + 11y1°).- (24)

Remarque 2.17 o Les formules (2.1), (2.2) et (2.3) sont appelées identités de polarisation ; elles expriment le
produit scalaire de deux vecteurs x et y a partir de la norme de vecteurs construits sur x et y.

e Si A, B, C sont trois points de E, alors la formule appliquée aux vecteurs x = AC et y= CB permet
de retrouver la formule d’Al-Kashi :

AB? = AC? + CB? + 2(AC|CB)
— AC? 4 CB? — 2AC - CB - cos (CA, CB).
e La formule est connue sous le nom d’identité du parallélogramme : étant donnés quatre points

coplanaires A, B, C,D de E formant un parallélogramme, la somme des carrés des quatre c6tés du pa-
rallélogramme ABCD est égale a la somme des carrés des deux diagonales :

AB? + BC? + CD? + DA? = AC? + BD?.

On la connait également sous le nom de formule de la médiane : étant donnés trois points A,B,C de E
et I milieu du segment BC,

BC?
AB? + AC? = 2A1 + -

Remarque 2.18 1l existe des normes, i.e. des applications N : E — R, vérifiant les conditions de sépa-
ration, homogénéité et inégalité triangulaire mises en évidence dans la proposition [2.14} qui ne sont pas
définies par un produit scalaire. Elles ne vérifient pas I'identité du parallélogramme.

3. Orthogonalité I

Dans tout ce paragraphe, on suppose I’espace vectoriel E muni d’un produit scalaire (-, -) et onnote ||-|| la
norme euclidienne associée.

3.1 Vecteurs orthogonaux

DEFINITION 3.1 o On dit que deux vecteurs x et y de E sont orthogonaux, et l'on ndtex L y, si (x,y) = 0.
e Une famille (xi, ..., x,) de vecteurs de E est dite orthogonale si les vecteurs descette famille sont deux-a-
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deux orthogonaux :
vij)eLr,  i#gl = (nx) =0

Exemples 3.2 (i) Tout vecteur de E est orthogonal au vecteur nul.

(i) Dans R* muni de son produit scalaire canonique, les vecteurs (1,2,3,4) et (—4, —3, 2, 1) sont ortho-
gonaux.

(iii) Dans R,[X], les vecteurs X et X* — 1 sont orthogonaux pour le produit scalaire canonique mais pas

pour le produit scalaire (P, Q) = fl P(t)Q(t) dt.

0

Remarque 3.3 En s’appuyant sur le produit scalaire, on peut plus généralement introduire une notion
d’angle non orienté entre deux vecteurs x et y non nuls de E ; en effet, puisque

<1
‘ HXII IIyH ‘

d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on peut définir I’écart angulaire entre les vecteurs x et y comme
l'unique réel 6 € [0, 7] tel que
(x, )

Iyl

La condition d’orthogonalité entre x et y signifie alors que 6 = 77/2.

cosf =

ProrosITION 3.4 Toute famille orthogonale de vecteurs non nuls de E est libre.

ProrosITION 3.5 (THEOREME DE PYTHAGORE) (i) Deux vecteurs x et y de E sont orthogonaux si, et seule-
ment Si,
2 2 2
I+ 1" = llx]" + Iyl
(ii) Plus généralement, si une famille (x, ..., x,) de vecteurs de E est orthogonale, alors on a :

2 r )
=2 [l
i=1

r

>ox

i=1

La réciproque est fausse dés que r > 3.

DEFINITION 3.6 o Un vecteur x de E est dit normé ou unitaire si || x|| = 1.

e Une famille (x,, ..., x,) de vecteurs deE est dite orthonormale ou orthonormeée si elle est orthogonale et
formée de vecteurs unitaires de E :

\V/(i,j) € [[17 r]]zv <xi7xj> = (sl}j = {

1 sii=]j
0 siitj

Remarque 3.7 D’apres la proposition toute famille orthonormale de E est libre.
En particulier, dans un espace vectoriel de dimension n, toute famille orthonormale formée de n vecteurs
de E est une base de E, appelée base orthonormale de E.

Exemples 3.8 La base canonique de R" en est une base orthonormale pour le produit scalaire canonique.
En particulier, la famille ((1,0), (0,1)) est une base orthonormale de R?. Pour 6 € R, les vecteurs #y =
(cos B, sinf) et vy = Uy ,/» = (—sinb, cos §) forment également une base orthonormale de R?. Représen-
ter ces vecteurs sur une figure.

3.2 Orthogonal d’un sous-espace

DEFINITION 3.9 Soit F un sous-espace vectoriel de E.

e On dit qu’un vecteur x de E est orthogonal a F, et on note x L F, s’il est orthogonal a toutwecteur deF, i.e.
si pour touty € F, (x,y) =0

e On appelle orthogonal deF, et on note F*, 'ensemble des vecteurs de E qui sont orthogonaux a F :

L= {xe€E:x LF}={x€E:VyeF (x,y) =0k
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Exemple 3.10 Dans R? muni de son produit scalaire canonique, le vecteur (1, 1, 1) est orthogonal au plan
d’équation x + y + z = 0.

LEMME 3.11 Soit x un vecteur de E.
Siyi, ...,y sont des vecteurs de E orthogonaux a x, alors toute combinaison linéaire de y, . . ., y, est encore
orthogonale a x.

Remarque 3.12 Pour x € E donné, l'application ¢, : y € E —— (x,y) est une forme linéaire sur E. Son
noyau Ker ¢, est le sous-espace formé des vecteurs de E qui sont orthogonaux a x.

PROPOSITION 3.13 (i) L’orthogonal F- d’un sous-espace vectoriel F deE est lui-méme un sous-espace vectoriel
deE.

(ii) Tous les vecteurs de E sont orthogonaux au vecteur nul : {0} = E.

(iii) Seul le vecteur nul est orthogonal a tous les vecteurs de E : E* = {0}.

PROPOSITION 3.14 Soit F un sous-espace vectoriel de E et (ey, ..., e,) une famille génératrice (par exemple
une base) de F.
Un vecteur de E est orthogonal a F si, et seulement si, il est orthogonal aux vecteursey, ..., e,.

Exemple 3.15 Dans R> muni de son produit scalaire canonique, déterminer I’orthogonal du sous-espace
vectoriel engendré par les vecteurs (1,0, —1,0,1) et (0,1,0,—2,0).

PROPOSITION 3.16 Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E.
(i) SiF C G, alors G+ C F*.

(ii) Les sous-espaces F et F- sont en somme directe : FNF+ = {0}.
(iii) Ona:F C F**.

Remarque 3.17 Etant donné un sous-espace vectoriel F de E, la somme F + F* est directe d’apreés la pro-
position précédente. On verra plus loin que lorsque E est de dimension finie, cette somme est égale a E, ce
qui signifie que F* est un supplémentaire de F. Il n’en est rien en dimension infinie (cf. TD).

3.3 Sous-espaces orthogonaux

DEFINITION 3.18 On dit que deux sous-espaces vectoriels F et G de E sont orthogonaux, et 'on noteF L G,
si, pour tout (x,y) € F X G, (x,y) = 0.

Exemple 3.19 Dans 'espace vectoriel '([—1, 1], R) muni de son produit scalaire usuel, les sous-espaces F
des fonctions paires et G des fonctions impaires sont orthogonaux.

Remarque 3.20 L’assertion F | G signifie que tout vecteur de F est orthogonal a G, ce qui équivaut a
Iinclusion F C G*. Bien siir par symétrie cette propriété peut aussi s’exprimer sous la forme G C F*.

PROPOSITION 3.21 Soient F et G deux sous-espaces de E et (uy, ..., u,), (vi,...,v) des familles respective-
ment génératrices (par exemple des bases) de F et G.
Les sous-espaces F et G sont orthogonaux si, et seulement si :

V(i j)e1,r] x[1,s], (w,v;)=0.

Exemple 3.22 Dans I'espace vectoriel €’(]0, 27t], R) muni de son produit scalaire usuel, les squssespaces F
engendré par les fonctions x — cos(kx), 0 < k < n, et G engendré par les fonctions\xy~— sin(kx),
0 < k < n, sont orthogonaux.

PROPOSITION-DEFINITION 3.23 La somme F d’une famille finie (F,, ... F,) de souSseSpaces vectoriels de E
deux-a-deux orthogonaux est directe. On 'appelle la somme directe orthogonale‘des sous-espacesF,, ... | F,,
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et on la note

Remarque 3.24 Sous les hypotheses de la proposition précédente :
L

F: @ Fi7

1<i<r
alors en réunissant des bases orthonormales de chacun des sous-espaces Fj,
orthonormale de F, dite adaptée a la décomposition (3.1).

(3.1)

..., F,, on obtient une base
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