Convergences et approximations en probabilités
Feuille d’exercices

En utilisant I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, montrer que :
* 2 1

Vx € R, / ez [0 (1- ).
o 2 x?

Soit X une variable aléatoire, discréte ou a densité, que I’on suppose bornée. Soit M un réel
tel que :
YweQ, |X(w) <M.
1. Justifier que X admet un moment a tout ordre n € IN*.
2. Montrer que pour tout réel a > 0,
E(X*) — E(X])

- <P(X > @) <

Soit (X, ) e+ une suite de variables aléatoires mutuellement indépendantes, suivant toutes
% la méme loi donnée par la densité

—(x=9) six >0

e

fixeRr— { .
0 sinon

ol f est un paramétre réel. Etudier la convergence en probabilité de la suite de terme

général Y, = min(Xy,...,X,), n € N*.

Soit (X,)nen+ une suite de variables aléatoires mutuellement indépendantes suivant une
* méme loi de Bernoulli de paramétre p € ]0, 1[. On pose, pour tout n € N*, Y, = X, X;,11.

1. Pour n € IN*, déterminer la loi de la variable Y,, son espérance et sa variance.
2. Discuter I'indépendance de Y, et Y,, pour n # m € IN*.

3. Montrer que la suite de terme général

1 .n
Zy - ZYka nGIN*v
N k=1

converge en probabilité vers la variable certaine égale a p?.

1. Soit (X,)sen une suite de variables aléatoires ayant toutes une variance. On suppose
* que :
lim E(X,)=m et

n—oo

Montrer que (X,),cn converge en probabilité vers la variable certaine égale a m.

nll)ngo V(X,) =o0.

2. On lance n fois une piéce truquée faisant apparaitre pile avec probabilité p € |0, 1[. On
note X, la variable donnant le nombre de piles obtenus au cours des n lancers et on
pose Y, = e/ Etudier la convergence en probabilité de la suite (Y,,).

Année 2018/2019

@ On considére n > 1 urnes numérotées de 1 a n et N = an boules numérotées de 1 a N, ou
% g est un entier non nul. On place au hasard chacune des N boules dans une des n urnes,
indépendamment les unes des autres.
Pour tout i € [1, n], on considére la variable aléatoire T; égale & 1 si I'urne numérotée i
est vide et 0 sinon. On note également Y, le nombre d’urnes vides et S, = Y,,/n.

1. Pour i € [1, n], donner la loi de T; et préciser son espérance.
2. Pour i, j € [1, n], calculer cov(T;, T;).
3. Calculer EE(S,) et sa limite lorsque n — co.
4. Calculer V(S,) et sa limite lorsque n — co.
5. a. Justifier que :
Vn>1, [S,—e ? <[Sy—E(S)|+ |E(S.) —e 9.
b. En déduire que pour tout € > 0, il existe un entier n, tel que :
€
Vn>ny, P([S,—e | >¢)< ]P(\S,, —E(Sy)| = 5).
c. Montrer que :
Ve >0, lim IP(‘Sn—e_“’ 25) =0.
n—oo

d. Interpréter le résultat précédent.

Soient (X,), (Y,) deux suites de variables aléatoires et X, Y deux variables aléatoires.
1. Montrer que si (X,) et (Y,) convergent en probabilité respectivement vers X et Y, alors
X, + Y, converge en probabilité vers X + Y.

2. Montrer que si (X,,) converge en probabilité vers X et Y, alors X = Y presque slirement.

Convergence en moyenne
Soient (X,) une suite de variables aléatoires réelles et X une variable aléatoire réelle. On
dit que (X,) converge en moyenne vers X si, pour tout n assez grand, |X,, — X| admet une
espérance et

lim E(|X, —X|) = o.

n—oo

1. Montrer que si (X,) converge en moyenne vers X, alors elle converge en probabilité
vers X.

2. Soit (Y,)nen+ une suite de variables aléatoires mutuellement indépendantes, suivant
toutes une loi de Poisson de parametre A > 1. On pose :

Vne N*, X,= ] Y
k=1
a. Calculer P(X,, # 0) pour n € IN*.
b. En déduire que (X,) converge en probabilité vers la variable certaine X = 0.
c. Calculer E(X,) pour n € IN* et en déduire que (X,) ne‘converge pas en moyenne.

& : application & : difficile % : classique
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@ Une stratégie pour les tests psychotechniques de PESSEC ?

* On soumet un candidat a un QCM formé d’une suite de questions pour chacune desquelles
il peut choisir entre quatre propositions, dont une et une seule est correcte. Chaque ré-
ponse correcte est récompensée par 1 point, chaque réponse incorrecte est sanctionnée
par une note b < 0 de sorte qu'un candidat qui répondrait au hasard a une question ait
une espérance de note nulle.

On suppose que pour chaque question, le candidat élimine deux mauvaises propositions
mais ne sait pas identifier la bonne entre les deux propositions restantes, parmi lesquelles
il choisit donc une réponse au hasard.

Pour tout n € IN*, on note S, la somme des notes obtenues par le candidat lors des n

premiéres questions. La note (éventuellement négative) obtenue a I’épreuve est Y, = S;"

1. Déterminer un réel p vérifiant la condition :

Ve >0, Vae€lo,1], INeN*, Vn=N, P(Y,ep—cp+e])>1—a.

2. Etant donné un risque o € 0, 1[ et un seuil s < p, déterminer un entier N grace a
I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev tel que :

VanzN, PY,2s5)>1-qa
p

Calculer N pour a = 0,01 et s = 0 puis s = 7.

3. Affiner le résultat précédent en utilisant le théoréme limite central.

Méthode de Monte-Carlo
On considére une fonction g : [0, 1] — R continue. Soit (U,) e+ une suite de variables
aléatoires indépendantes suivant la loi uniforme sur [0, 1]. On pose :

n

Si= LY gUy) et I/lg(t)dt.

nj=

Vn € IN*,

1. Que dire de S, lorsque n — 00 ?

2. Dans la suite de I’exercice, on considére la fonction g : t — /1 — £2.
a. Ecrire une fonction Scilab qui calcule une valeur approchée de fol V1 —t?dt en
simulant S,,.
b. Calculer cette intégrale en utilisant le changement de variable ¢ = cos x. Comparer
la valeur exacte et la valeur obtenue par simulation avec n = 1000.

Soient un réel 6§ > 0 et, pour tout n € IN*, une variable aléatoire X, suivant une loi
& géométrique de parameétre p, = 6/n.
Etudier la convergence en loi de la suite de terme général Y, = X,,/n.

Soit (X;)u>2 une suite de variables telles que
*

Montrer que (X,) e~ converge en loi vers la variable certaine X = 0 alors que IE(X,,) ne
converge pas vers [E(X) lorsque n — oo.

On considére des jetons répartis dans deux boites A et B. La boite A contient initialement
* deux jetons portant chacun le numéro 0 et la boite B deux jetons portant le numéro 1.
On répete alors I'expérience suivante : on choisit au hasard et simultanément un jeton a
de A et un jeton b de B puis on place le jeton a dans la boite B et le jeton b dans la boite
A. Pour tout n € N, on note X,, la somme des numéros des jetons contenus dans la boite
A aprés n échanges.
1. Déterminer les probabilités de transition p;; = Px,—(Xn41 = i) pour i,j € {0,1,2}
etne IN.

2. Montrer que la suite (X,),cn converge en loi vers une limite que I'on déterminera.

Soit X une variable aléatoire a densité et a valeurs positives. Montrer que la suite de va-
riables aléatoires de terme général
[nX]

X, = , nz=1,
n

converge en loi vers X.

Soit (U,)nen~ une suite de variables aléatoires mutuellement indépendantes de méme loi

& uniforme sur [0, 1]. On pose, pour tout n € IN*,
M, = max(Uy,...,U,) et X,=n(l—M,).

Etudier la convergence en loi de la suite (X,,) e+

1. Soient X et Y deux variables aléatoires, dont on note respectivement Fx et Fy les fonc-
L] tions de répartition. On considére un réel § > 0.
a. Pour x € R, montrer que :

Fy(x) < Fx(x +6) + P(X - Y| > 6)
puis que :
Fy(x) > Fx(x — 6) — P(|X — Y| > §).
b. En déduire que :

VxeR, [Fx(x) —Fy(x)| < Fx(x+ ) — Fx(x — 6) + P(|X — Y| .> 9).

2. Soient (X,),cv une suite de variables aléatoires et X une variable aléatoifesErrutilisant
I'inégalité établie en 1.b., montrer que si (X,,) converge en probabilité vers X, alors (X,,)
converge en loi vers X.

3. Montrer que la réciproque est fausse.

On consideére une suite (X,) e~ de variables aléatoires mutuellement indépendantes, sui-
& vant toutes la loi de Poisson de parameétre 1.

1. Donner, pour tout n € IN*, la loi de la variable aléatoire S, = X; + - - - + X,,.
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2. Montrer, a I’'aide du théoréme limite central, que

1
lim P(S, < n) = 3

n—o0o

3. En déduire I’équivalent :
n nk e
kz::() ﬁ ~ ?, n — oQ.

Un éleve fait en moyenne une faute d’orthographe tous les 500 mots. Donner une valeur
& approchée de la probabilité de faire plus de 5 fautes dans un devoir de 1500 mots. On donne
-3
e > ~0,05.

Le nombre de clients pénétrant dans un magasin pendant une journée suit une loi de
& Poisson de parameétre 12. On admet que le nombre de clients fréquentant le magasin un
jour est indépendant de celui des autres jours.
Donner une valeur approchée de la probabilité d’avoir au moins 250 clients durant un
mois de 22 jours ouvrables.

Une entreprise compte 300 employés. Chacun d’eux téléphone en moyenne 6 minutes par
% heure. Quel est le nombre de lignes que 'entreprise doit installer pour que la probabilité
que toutes les lignes soient utilisées au méme instant soit inférieure a 0,025 ?



