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Enfin,

P(1,536 < X < 1,624) = P(X < 1,624) — P(X < 1,536)
= ©(1,624) — (1,536).

Pour calculer chacune des valeurs de ®, on utilise une interpolation linéaire (on
approche ® par une fonction affine sur le segment [1,62;1,63]) :

(1,624) = d(1,62+ 0,4 - (1,63 — 1,62))
~ $(1,62) + 0,4 - ($(1,63) — d(1,62))
~ 0,9474 + 0,4 - (0,9484 — 0,9474) ~ 0,9478.
On obtient de méme :
(1,536) = ¢(1,53+0,6 - (1,54 — 1,53))
~ (1,53) + 0,6 - (d(1,54) — #(1,53)) ~ 0,9377
d’ou finalement :

P(1,536 < X < 1,624) ~ 0,9478 — 0,9377 ~ 0,0101.
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Pour x e Ry, ona:
P(|X] < x) = P(—x < X < x) = d(x) — d(—x) = 2d(x) — 1.
Ainsi 1404844
P(|X|<x)=04844 < o(x)= f’

< =0,7422
si bien que IP(|X| < 0,65) ~ 0,4844.
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Enfin,
P(5,25 < X < 9,13) = P(—0,4375 < Y < 0,5325)
= P(Y < 0,5325) — P(Y < —0,4375)

ol, par interpolation linéaire,
(0,5325) ~ 9(0,53) + 0,25 - (#(0,54) — $(0,53)) ~ 0,7028
et
(0,4375) ~ $(0,43) + 0,75 - ($(0,44) — $(0,43)) ~ 0,6691
si bien que
P(0,5325 < X < 9,13) ~ 0,3719.
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Exercice 1

Question 1

Par lecture directe dans la table de la loi A/(0, 1), on obtient :
P(X < 1,63) = ®(1,63) ~ 0,9484.
Comme X est a densité, on en déduit que :
P(X < 1,63) = P(X < 1,63) ~ 0,9484.
Puis :
P(X < —1,41) = &(~1,41) = 1 — &(1,41) ~ 1 — 0,9207 ~ 0,0793.
Sur le méme principe,
P(X > —152) = 1 - P(X < —1,52) = 1 — &(—1,52) = (1,52) ~ 0,0357.
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Exercice 1

Question 2

Toujours par lecture dans la table de la loi A'(0,1), on obtient :
P(X < 1,61) = &(1,61) ~ 0,0463.
Sur le méme principe,
0,0537 =1—0,9463 = 1 — ®(1,61) = ¢(—1,61) = P(X < —1,61).
Enfin, par interpolation linéaire,
0,4844 =1 —0,5156 = 1 — [®(0,03) + 0,9 - (#(0,04) — ©(0,03))]
~1—®(0,03+0,9-(0,04—0,03) ~1— $(0,039)
~ ®(—0,039) ~ P(X < —0,039).
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Exercice 2

Question 1

Si X suit la loi normale A/(7,42), alors sa transformée affine ¥ = %37 suit la loi
normale N(0, 1). Pour les calculs de probabilités demandés, on exprime
|'événement en fonction de Y et on procéde ensuite comme dans I'exercice 1.
Par exemple,

P(X < 7) = P(Y < 0) = $(0) = %
De méme,
P(X < 12,12) = P(Y < 1,28) = (1,28) ~ 0,8997.
Par approximation linéaire,
P(X <8,26) =P(Y < 0,315) = $(0,315)
~ ®(0,31) + 0,5 - (¢(0,32) — ¢(0,31)) = 0,6236.
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Exercice 2
Question 2

Pour x € R, on a

]P(ng):]P(YSX;7):¢D(XZ7).

Pour avoir P(X < x) ~ 0,0162, il suffit donc de prendre x tel que ’%7 =138
c'est-a-dire x = 12,52. De méme,

]P(X>X):1—]P(X<X):1_¢(X;7):(D(?;X)

et I'on aura donc P(X > x) ~ 0,9418 pour x tel que 7;—* = 1,57 c'est-a-dire
x =0,72.
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On a, pour x > 7,

]P(—x+14<X<x):]P(—X;7<Y<X;7):2®(X77)—1.
Ainsi
x—=T

P(—x+14 < X < x) ~ 09418 <= ¢( ) ~0,9709.

Puisque ®(1,89) ~ 0,9706 et (1,90) ~ 0,9713, il suffit par interpolation linéaire
de prendre x tel que

x—=17

~ 189+ ; +(1,90 — 1,89)

c’'est-a-dire x ~ 14,58.

Travaux dirigés

Année 2018/2019  9/1

La fonction

0 siy<0
Fx(y?) siy>0
est donc continue sur R (méme en 0 car Fx(0) = 0 étant donné que X est
presque siirement positive) et de classe ¢ sur R* (donc sur R sauf en un nombre
fini de points). Ainsi la variable Y est a densité donnée par

2y — 2 o=V g
fiyeRi 2yfx(y?) 7=° s!y>0
0 siy<0

Fy:yE]R>—>{
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En appliquant la formule des probabilités totales au SCE {[B = —1],[B = 1]}, on
obtient donc :

P(Z<z2)=P(B=1)Pp_y(Z<2)+P(B=1)Ppa_y(Z<2)
- %(1 4 Fy(2) - Fr(=2)).

La fonction Fy étant continue sur R et de classe €* sur R*, il en va de méme de
Fz si bien que la variable Z est a densité donnée par

fz:ze€R+— %(fy(l) +fy(-2)) = %e”z.
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Exercice 5
Question 1
Par définition, .
1 1,
F(E) = /0 We dt.
Le changement de variable u — t = u?/2, de classe € et strictement croissant
de ]0, 400 sur lui-méme, donne :

F(%) = \@/;w e "2 du.

Soit X une variable aléatoire suivant la loi normale centrée réduite, qui a donc
pour densité la fonction

1 2
fx:x€R— ——e %72
X V2

On a donc :
r(3)= 2‘/;/;& f(t) de = \/?/:Q f(t)dt = v

par parité de fx et sachant que fx est une densité de probabilité.
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Exercice 4

Question 1

La variable X admet pour densité

1 gx_ 1 g—x &
foxe R { IR = yme T x>0
0 six<0
Puisque X est presque siirement positive, la variable Y = /X est bien définie et
P(Y <y)=0poury<0.Poury>0:

P(Y <y)=P(VX <y) =P(X <y°) = Fx(y?).
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Exercice 4

Question 2.a

Pour z € R, on a
Pip-1)(Z < z) = Pig_y)(BY < 2) = Pjg_y)(Y < 2)
d'ou, puisque B et Y sont indépendantes,
Ps_y(Z < 2) = P(Y < 2) = Fy(2)
et, de méme, sachant Y i densité :

]P[B:—ll(z <z)= ]P[B:,l](—Y <z)=P(Y > -2z)=1- Fy(-2).

Travaux dirigés
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Exercice 4
Question 2.b

Ona:
2

VzeR,

1 o z
().
V2r 2(%)
On reconnait la densité de la loi N(O(%)z) Par théoreme, Z admet donc
espérance et variance données par :

fz(z) =

E(Z)=0 et V(Z)=-=:.

N =

Travaux dirigés
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Exercice 5

Question 2.a

Ona:

2 2
Vx € R, e 242 _ e—z(xﬂ) —

(x+1)?
WACEE))
2(3)
ce qui invite 3 introduire une variable aléatoire X suivant une loi A'(—1,(3)?).
Une telle variable admet pour densité

1 (x+1)? \/? 2 ax—2
fx i x € R+— —=exp(— =/ —e TP
Ver ( 2(3)2 ) w

On en déduit la convergence et la valeur de I'intégrale

oo +oo
= / e 242 4y \/E/ fx(t)dt = s
. 2/ . 2

car fx est une densité.

Travaux dirigés

Année 2018/2019 16/ 1




Exercice 5
Question 2.b

Sur le mé&me principe,

+00 N T +o00
h= / te 2t M2t = \/j/ thx(t) dt
J—o0 2 —00

converge puisque X admet une espérance et vaut

h= \/gm(x) = 7\/§
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Exercice 5
Question 3.a
Soit X; une variable aléatoire de loi (0, 1), ayant donc pour densité
1 2
fr, i x € R— ——e % /2,
X fom
Ona:
S 1
A :/ e t/2dt = \/27'(/ fx(t)dt = V27 P(0 < X; < 1)
0 0
=V2r(P(X1 < 1) - P(X; <0)) = v2r(d(1) — ¢(0))
ol ®(0) = % et, par lecture dans la table de la loi normale centrée réduite,
®(1) ~0,8413.
Avec V27 ~ 2,5066, on en déduit une valeur approchée de J; ~ 0,8555.
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Exercice 5
Question 3.c
Ona:
Caxa 1,2 (x+2)?
VxR, e ¥ = exp(74(x+ 5) + 1) = eexp(fm),
2V2
ce qui conduit 3 introduire une variable aléatoire X3 de loi N(—%., (ﬁ)z), de
densité
1 +1)? 2
fi, i X ER— 4= exp(—%) —el e
Pt 2Az3) g
En introduisant Y3 = 17(3274:%[2) transformée affine de X3 qui suit une loi A/(0, 1),
ona:
1/2 1/2 1
n =/ e 4t = eﬁ/ f(t)dt — X7 Po<x<3)
b 2 Jo 2 2
- eg P(Va< s <2v2) = eg@(zﬁ) —o(v2)).
Travaux dirigés Année 2018/2019 21/ 1
Exercice 6
Question 1
Par définition, la variable Z = % admet pour densité
/a1 .
fzizeR— 5 © s!z>0_
0 siz<0
Dans ces conditions, X = 2Z admet pour densité
1_/x K e=x/2 §ix >0
fxix€ER— Zfz(2) =< T2
XX 22(2) { o six<0
Par théoreme, Z admet une espérance et une variance égales a :
r r
E(Z)=2 e V(2)=<.
@)=5 & V)=
Il en va donc de méme de X =27 :
E(X)=2E(Z)=r et V(X)=22V(Z)="2r.
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Exercice 5

Question 2.c

De méme,

+00 5 T +o00
h :/ tPe 2 M2t = \/;/ tfx(t)dt
—oo —oo

converge puisque X admet une variance et vaut

b= @E(xz) - \/g(V(X) FE(X)P) = %.

Travaux dirigés
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Exercice 5
Question 3.b

Soit X une variable aléatoire suivant une loi N'(1, (3)?), de densité

1 (x —1)? \/5,22 _
fo i x ER— ———exp(—qpa— ) = |/ e 2 T2
%t X %\/ﬂ xp( 2(1)2 ) T

Xf/’zl, transformée affine de X, qui suit une loi A(0,1), on

2 2
b= / o2 ﬁ/ Fo(t)dt = \/fn)(o <X <2)
A 2 J, 2

=3 P2 2 <2) = |2 (02) - 0(-2))

En introduisant Y, =
a:

™

=520 -1 = \/g(z -0,9772 — 1) ~ 1,1962.
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Par interpolation linéaire, on obtient :
D(V2) =~ &(1,414) = &(1,41) + 0,4 (S(1,42) — d(1,41)) ~ 0,9213
et I'on peut considérer (vu la proximité des valeurs de $(2,82) et $(2,83)) que
D(2v2) ~ (2,828) ~ B(2,83) ~ 0,9977.
On obtient ainsi :
J3 ~0,1840.
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Exercice 6

Question 2.a

La formule de Taylor avec reste intégral s’applique a une fonction f de classe ¢
sur un intervalle [a, b] :

=l fW(a) PO U
= — p iy )]
f(b) gﬂ o (b—a) +/ GRS " (¢t)dt.
Appliquée a la fonction exp sur le segment [0, A], elle sécrit :
A 11 )\ (>‘ - t)’Hl t

5 Lk
e —kz::ok!A +/0 GRS e’ dt.

Le changement de variable u = A — t dans l'intégrale donne alors :

T
—+/0 me du.
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Exercice 6
Question 2.b

D’aprés la question a., la variable X3, a pour densité

" R 0 six<0
ST et () e six0

Par suite :
22 1

R — ( t)nile’t/z dt.

2\
P(x2n>2x):1—/0 B, () de =1~ b 2n-Di\2

Travaux dirigés
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Exercice 6

Question 2.c

On a tout d'abord Fg(0) = 0 car X3 prend presque siirement des valeurs positives.
Puis la question précédente donne les valeurs approchées :

2 k
(A =1-P(Xs>4)=1-P(Ya<3)=1-e23 = ~0,
Fe 1-P(Xe P(Y:<3)=1-e2Y 2 ~03233

izo k!
ainsi que
2 gk
Fo(8) =1-P(Xs>8)=1-P(Ya<3)=1-e*} T = 0.7619
k=0 K
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Exercice 6

Question 3.a

D’apres un calcul effectué dans I'exercice 10 question 4., la variable X? admet
pour fonction de répartition

0 six<0
20(y/x)—1 six>0
ol ® désigne la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite. Cette

fonction Fx: est continue sur R (méme en 0) et de classe 4™ sur R* si bien que
X2 est une variable 3 densité donnée par :

szIXE]R>—>{

0 six <0
%fx(\/;) = ﬁe’x/z six >0

On reconnait la densité de la loi y?(1).

fxz:x€R>—>{
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Exercice 6
Question 3.c
Soient F, et Fs les fonctions de répartition des lois x?(r) et x?(s).
Puisque X2 + -+ X2 < X2+ -+ X2 on a
VteR, Fs(t) =PX7+-+X2<t) SPX?+---+ X< t) = F(t).

On notera que le graphe de F; présente une demi-tangente verticale a |'origine,
celui de F, une demi-tangente oblique et les autres une tangente horizontale.
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Par changement de variable u = t/2 dans I'intégrale, on en déduit d'apres la
question précédente :
uf

A
P(Xon > 2)) =1 7/0 CE

A n—1
e Mer _ u A—u
(e /0 (n-11° )

n—1

Travaux dirigés
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Q2c

En tant que fonction de répartition, la fonction Fg est croissante et son graphe
présente les asymptotes horizontales y = 0 en —co et y = 1 en +oo. La tangente
a l'origine est horizontale car Fg(0) = 0. Les valeurs de Fg(0), Fo(4) et Fo(8)
permettent de situer le graphe.
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Exercice 6
Question 3.b

Les variables Xi, ..., X, étant mutuellement indépendantes, il en va de méme des
variables 1X2,...,}

. 3X2 qui suivent toutes une loi v(}) d'aprés la question
précédente.

Par théoreme, leur somme 1(X? + - - + X?) suit dans ces conditions la loi (%),
ce qui signifie que la variable X? + - - - 4+ X2 suit la loi x?(r).

Travaux dirigés
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Exercice 7
Question 1

On rappelle que X admet pour fonction de répartition

0 six<O0
Fx:xeR+——<¢(x si0<x<1
1 sil<x

On observe tout d'abord que Y est bien définie (et presque siirement positive).
Pour y € R, sachant X a densité,

P(Y<y)=P(—-InX<y)=P(X>e)=1-Fx(e™).
Ainsi Y a pour fonction de répartition

0 siy<0

Fy:yE]R»—>{1_e_y siy>0

donc suit la loi exponentielle £(1).
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Exercice 7
Question 2.a
Les variables Y; = —In X;, 1 < i < n, sont indépendantes et suivent toutes,
d’apres la question 1., la loi exponentielle £(1) = 7(1). Par théoréme, leur somme
Yy +-+ Yy =—InZ, = T, suit alors la loi v(n), i.e. admet pour densité
0 sit<0
teR+— -1 .
&nte ——e "t sit>0
(n—1)!
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Année 2018/2019 33 /1

Q2b

Exercice 7
Question 2.b

Les variables X, ..., X, étant indépendantes et admettant chacune une espérance,
leur produit Z, = Xj - -- X,, admet par théoreme une espérance donnée par :

< X) = O+ E0G) = -

Remarque. Le résultat peut étre établi par un calcul direct. D'apres le théoreme de

transfert, E(Z,) existe car I'intégrale ci-dessous converge absolument par
changement de variable affine u = 2t puis comparaison aux intégrales I :

B(Z,) = B(e~T) = /fm e tg(t)dt = ﬁ '/Oﬁo e~ g

oo
1 oo -1 1 1
= e tdu=-——T(n)=—.
2(n—1)! /0 per® du= eyt =5
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Exercice 9
Question 1.b
Par indépendance mutuelle des variables Ty,..., T,, Ty, il vient :

P(h<a....Th<a Ty >a)=P(Ti<a) - P(T, <a)P(Th1 >a) = q"p.
Concernant la variable aléatoire N, elle prend ses valeurs dans IN (donc est
discrete) et, pour n € IN donné, 'événement [N = n] est réalisé si, et seulement si,
les n premiéres voitures se succédent a des intervalles de temps inférieurs a a alors
que la n + 1-iéme suit la n-ieme d'un intervalle de temps supérieur a a. En
d’autres termes,

IN=nl=[Ty<aln-N[T, <N [Tht1 > 4] ()
d'ou

P(N =n)=q"p.

Ainsi la variable aléatoire N suit une loi géométrique décalée.
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Exercice 9
Question 1.b

Pour la mesure de probabilité P{y—, la variable T; est presque stirement bornée
car 3 valeurs dans [0, a]. Elle admet donc une espérance donnée par :

oo 1—(1+Na)e ™
E(r\N_n)_/_m th(0)de = T A
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La loi de Z, = e~ "~ s'en déduit : puisque Z, > 0, on a P(Z, < z) = 0 pour
z <0, alors que pour z > 0,
P(Z,<z)=P(T, 2 —Inz)=1- Fr,(—Inz).
La variable Z, admet donc pour fonction de répartition
X 0 siz<0
Fz,izeRi— {I—FT"(—Inz) siz>0

Cette fonction est continue sur R (mé&me en 0 car lim, o Fr, = 1) et de classe ¢
sur |—00, 0[ et ]0, +ocl. La variable Z, est donc a densité

0 siz<0 (=Inz)"*
fn:zeﬂ{»—}{l | . o (n—1)! si0l<z<1
;g"(7 nz) siz> 0 sinon
il fr Année 2018/2019 34/ 1

Exercice 9

Question 1.a

L’événement [X = 0] est réalisé si, et seulement si, le piéton peut traverser avant
le passage de la premiére voiture c’est-a-dire si, et seulement si, la premiere
voiture passe aprés un temps a. Ainsi [X = 0] = [T1 > a| et, puisque T suit une
loi exponentielle de parametre A,

P(X=0)=P(Ty >a)=1-Fr(a) =e M =p.
De méme I'événement [N = 0] est réalisé si, et seulement si, le piéton peut
traverser avant le passage de la premiére voiture d'oli [N = 0] = [X = 0] et

P(N =0) = P(X =0) = p.
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Exercice 9

Question 1.c

On détermine la fonction de répartition de la variable T; pour la mesure de
probabilité Pyy_,j. Pour t €10, a[, en exprimant [N = n] sous la forme (x), on
obtient

_P(N=n0[Ti<t])) _ P(Ti<t) 1-e™

Piy=n(Ti < t)

P(N =n) TP(Ti<a) 1-e?
par indépendance des variables Ty, ..., Th41. Finalement,
0 sit<0
VEER, Pu_g(Ti<t)={ e sio<t<a
1 sit>a

Cette fonction est continue sur R (méme en 0 et en a) et de classe € sur
R\ {0, a} donc, pour la mesure de probabilité Py—_p), la variable aléatoire T; est a
densité donnée par

e M .
fteR T si0<t<a
A —

0 sinon
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Exercice 9
Question 2.b

Pour la mesure de probabilité P[y—,], on a presque slirement X = Ty + -+ + T),.
On en déduit que

EX|N=n)=E(Ty+ -+ T,|N=n)
=E(Ti|N=n)+---+E(T,|N=n)
1- (14 Xa)e™™
Al —e22)
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Exercice 9

Question 2.c

En admettant que la formule de I'espérance totale s'applique dans cette situation
(la variable X n'est pas discréte mais la série de droite converge absolument) :

> 1— (14 Xa)e ™™

E(X):,,ZZ:O]P(N:,,)]E(X‘N:n):7Ae*“ .

Etudier les limites de cette expression lorsque a — 0, a = +00, A = 400, A = 0;
est-ce cohérent ?
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Exercice 10
Question 2

Pour x € R, on a par indépendance de X et Y :
P(Z < x) =P(max(X,Y) < x)
=P(X<x,Y<x)
=P(X < x)P(Y < x) = &(x)2.

La fonction de répartition de Z est ainsi de classe € sur R et la variable Z a
densité donnée par
fz : x € R+ 2f(x)d(x).
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Exercice 10

Question 4

Les variables aléatoires X2 et Z2 ont méme fonction de répartition donnée par
0 six <0
20(y/x)—1 six>0

Comme la fonction de répartition caractérise la loi, X2 et Z2 ont donc méme loi.
On a donc :

XE]R>—>{

E(Z?) =E(X?) = V(X) + E(X)? =1
d'ol
V(Z) = B(Z?) - Bz =1- L.

™
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Exercice 10

Question 1

Par définition, X a pour densité
1 2
fixe€Rr— ——e */2
V2m
Cette fonction étant continue, la fonction

¢':XE]R>—>/ f(t)dt

est de classe ¢ sur R.
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Exercice 10
Question 3

La variable Z admet une espérance si, et seulement si, 'intégrale ff:: tfz(t) dt
est convergente. Or, par intégration par parties :

/tfz(t)dt = —2f(t)(t) + %@(\/5- t)+ k.

La primitive G obtenue pour k = 0 admet des limites finies en —oco et +oo si bien
I < 00
que l'intégrale fﬁm tfz(t) dt converge avec :

E(Z) = /m thz(e)dt = lim_G(x)— lim_G(x) =

-0

54~
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