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Devoir libre 7 (facultatif)

Eléments de correction

Premiere partie

ax

1. a. Soit y une fonction de classe % sur L. La fonction z : x — e~ “y(x) est de classe € avec :

vxel Z(x) = (y(x) - ay(x))e . 1)
D’autre part, le théoreme fondamental assure que :
Vxel, z(x)=2z(1) +/ Z'(t)dt. (2)
1

On démontre alors I’équivalence demandée par double implication :
e Si y est solution de (Ey), alors (1) et (2) donnent :

Vxel, y(x)=e"z(x) =e* (z(l) — /1xf(t)e_“tdt>.

e Réciproquement, s’il existe K € R tel que :

Vxel, y(x)= e‘”‘(K — /lx e “f(¢) dt),

alors .
z:xelr— e ®y(x) =K— / e “f(r)dt

1
est dérivable, de dérivée x — —f(x)e~* d’ou l'on déduit, par comparaison a (1), que y est
solution de (Ey).
b. On suppose que y est une solution bornée de (Ef). D’aprés a., il existe K € R tel que :

Vxel, y(x)=e* (K — / e “f(1) dt).
1
On a alors, en notant M un réel tel que |y(x)| < M pour tout x € I,

‘K—/ e “f(1) dt‘ <Me ™ ——0.

1 xX—-+00

Il en résulte qu'on a nécessairement
X

K= lim e “f(t)dt,

x—+oo [y
d’ou l'unicité de y.

c. Lafonction t — e~ *f(¢) est continue sur [1, +00|. Par ailleurs, puisque f est bornée,ona e *f(t) =
O (e ") lorsque t — 400, d’out 'on déduit la convergence absolue de I'intégrale f1+°° e “f(t)dtpar
comparaison a I'intégrale | 1+°° e~ “dt, convergente puisque a > 0.

d. La fonction g est solution de (E;) d’apres a. car on peut écrire, d’aprés c. :

+o0 x
vrel gl = e( / e~ f (1) dt — / e f(1)dt).
1 1
De plus, cette solution est bornée car, en notant M un réel tel que |f(t)| < M pour tout ¢t € ,ona:

+o0 +o0 +oo M
Vxel, |g(x)]=e* / e “f(1) dt’ < e“x/ e “f(1)] dt < Me“x/ e “dr=—.

a
Ceci établit 'existence d’une solution bornée. L’unicité a été obtenue en b..
2. a. En notant 1 la fonction identiquement égale a 1, on a :
“+o0o 1
U(]l):xEI»—>e“x/ e “dr=-.
a
X

b. Vu la formule obtenue en 1.d., 'application U est linéaire par linéarité de I'intégrale. De plus si
f € E, alors U(f) est €' et bornée par définition donc appartient a E. L’application U est donc un
endomorphisme de E.
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C.

d.

L’endomorphisme U est injectif car si f € E appartient au noyau de U, alors la fonction U(f) = 0
est solution de (Ef), ce qui signifie que f = —U(f)" + aU(f) = 0.
En intégrant par parties sur un segment [x, y| C [1, +00], puisque t — —e~*g(¢) est une primitive
de t —> e~ *f (1), il vient pour tout n € IN :
Y(t—x)"t (t — x)"t! y Y (t—x)"
— e “ tdt:|:—— —at t] /——at t)dt
| e —reso] + [ e
d’ou, puisque la fonction g est bornée d’apres 1.d. :
ax e (t — x)n—H —at ax o (t _ x)n —at
Vx € [1, +OO[, e /x me f(t) dt=e /x Te g(t) dt. (3)

Des lors, une démonstration par récurrence sur n € IN du prédicat
n+1 ax e (t — x)n —at
P.: «YfeE U™(f):xe€[l,+o0[— e —— e “f(r)de»
N n!

(noter que 'on envisage toutes les fonctions de E dans le prédicat!) est possible. Le résultat a été
démontré au rang n = 0 a la question 1.d.. Par ailleurs, s’il est acquis au rang n € IN, alors la
formule (3) indique que la fonction

ax e t_x)n+l —a
gny1 i XH—— € / <(nTl)!e f(t)de

est égale a g, = U (g) = U™ (U(f)) = U"™*(f) d’apreés 'hypothése de récurrence appliquée a
g = U(f). Le résultat est donc encore valable au rang n et 'on conclut par le principe de récurrence.

. Pour k € RY, la fonction f; appartient bien a E et :

“+o00
1
U cx €El— e™ e (thtgr = —— ek
(i) /x a+k

On adonc U(fiy) = 7 fk-

.Pour A € ]0,2],leréel k = + — a > 0 vérifie —= = X si bien, d’aprés a., que f; appartient au

A a+k
sous-espace Ker(U — \id), qui est donc non nul.

. Par une récurrence immédiate, on montre que :

1 0 siat+k>1
N U =g o ek

. Tout d’abord, les fonctions sin et cos appartiennent a E.

e Pour le calcul de leurs images par U, le plus rapide est de remarquer (en calculant sin’ — sin...)
que sin est solution bornée de 'équation (E_ o5 sin) €t cos de (Egintcos)- On obtient alors les
expressions de U(cos) et U(sin) en résolvant le systéme linéaire :

{U(— Ccos + sin) = sin {U(s1n) — U(COS) = sin {U(sm) __ sin4-cos

2 .
U(sin + cos) = cos U(sin) + U(cos) = cos U(cos) = cos—sin

2

e On peut aussi faire le calcul brutal de 'expression intégrale grace a deux intégrations par parties
successives sur un segment [x, y] C [x, +oo] :

y y

/ e 'sintdt = [—e’sintK%—/ e 'costdt

pe X
y y
= [—e’tsint—e’tcos t]x—/ e 'sintdt
X
d’ou:
Y —t 1 —t .z —t y 1 —X [z
e 'sintdt=—-[—e 'sint—e 'cost|] —— —e *(sinx + cos x)
. 2 X y—+4o0

et finalement
sinx + cos x

+oo
U(sin) : x € R +— ex/ e 'sintdt = 5
X
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b.

D’aprés a., U(sin) et U(cos) appartiennent & P. Comme sin et cos engendrent P, cela suffit pour
assurer que P est stable par U.

Les vecteurs sin et cos étant clairement linéairement indépendants, ils forment une base de P =
Vect(sin, cos), dans laquelle I’endomorphisme Up est représenté par la matrice

1 —
M:_<1 v
2\1 1
1 — 1/-1 —
MZ:_(O 1) et Mﬁ:_(l 1)_
2\1 0 1 -1

4
On vérifie enfin que M* = —2I, si bien que pour tout n € IN,

d’aprés la question a..

. Le calcul donne :

M4n _ (_l)nI M4n+1 _ (_1)nM M4n+2 _ (_l)nMZ et M4ﬂ+3 _ (_1)nM3
- 4n 2 - 4n ’ o 4qn o 4n ’
Ainsi toute suite (7,)new de coefficients de M" vérifie |v,| < 47 pour tout n € IN donc converge
vers 0.

. Pour n € IN* donné, on commence par justifier que ¢, appartient a E en étudiant brievement ses

variations pour s’assurer qu’elle est bornée. Puis, partant de la relation ¢!, = —¢, + ng,_;, une
intégration par parties sur un segment [x, y| C [x, +0o[ donne :

/xy e “p,(t)dt = [— eﬁt(ﬂn(ﬂ}y + i /y e “(—pn(t) + np,_y(t)) dt

a x x

d’ou, en passant a la limite lorsque y — 400,

+oo too e
a/ e “pon(t)dt = e P (x) — / e “pn(t)dt + n/ e “p,q(t)dt

et la relation (a + 1)1, = ¢, + nY,_;.

. Pour la stabilité, on démontre par récurrence a partir de la formule de la question a. que ¢, € F,

pour tout n € [0, p]. Il reste a démontrer que la famille (¢,)o<n<p est libre : une relation de liaison
>, anpn = 0 implique Y a,x" = 0 pour tout x > 1, d’ou 'on déduit que le polynéme ) a,X"
admet une infinité de racines, si bien que ses coefficients a, sont tous nuls.

. La question 3.a. donne I'expression de U, (o) = U(fi) = -15fi = 70 et la formule de la question

a. permet alors de calculer U, () puis U,(,) pour obtenir

a o 208 .
T, =10 a 2a° ol «a=
0 0 a a+l

Pour calculer les puissances de cette matrice triangulaire (dont tous les coefficients diagonaux sont
égaux), on écrit T, = al; + N ou

0 o 2a°
N=(0 0 2
0 0 0
avec :
0 0 2a°
N*=1[0 0 o et N’ =o.
0 0 O
Comme par ailleurs al; et N commutent, on peut conclure par la formule du bindme de Newton :
w:@m+Ny=i(DMkW:w%+m"N+ﬂ%1%ﬁm?
k=0
Ainsi

an nan“rl n(n + 1)an+2

=10 a" 2na™t!
0 0 o’
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et l'on constate ici encore que les coefficients de T} convergent vers 0 lorsque n — oo car |a| < 1.

6. 1l suffit de faire le changement de variable affine t = u + x dans I'expression intégrale de U(f)(x).

7. a.

C’est immédiat par inégalité triangulaire sur 'expression intégrale : pour f € E,on a:

wxelibocl U@ =] [ eal<e [ e o] a =@

b. C’est immédiat sur I'expression intégrale.

. Si ¢ est décroissante, alors

(%)

a

+o0o +o00 ")
Vx € [1,400[, ¥(x)= e‘”‘/ e “o(t)dt < e‘”‘/ e “p(x)dt =

d’ou ayp — ¢ < 0. Comme ¢ est solution de (E,) par définition, on a alors ¢’ — ayp = —¢ d’ou
' = a1 — @ < 0, si bien que 1 est décroissante.

. Pour f € E; et x > 1, il vient par intégration par parties (d’abord sur un segment, on commence a

avoir ’habitude...) :
+o00

+o00
/0 e “f'(x+t)dt = [e “f(x+ t)}o+OO + a/o e “f(x+t)dt

d’ou, d’apreés la question 6., la relation U(f’) = —f + aU(f).

b. Puisque U(f) est solution de (E), on a donc U(f’) = —f + aU(f) = U(f)’, d’ous le résultat.

. Sif € E, est positive et décroissante, alors d’aprés b. et 7.b. U(f)’ = U(f”) < 0, si bien que U(f) est

décroissante.

Deuxiéme partie

. On peut noter pour commencer que le théoréme de comparaison des intégrales généralisées justifie

la convergence absolue de I'intégrale f;oo a(t) dt pour tout x > 1 dans les conditions considérées.
Pour £ > 0 donné, 'hypothése a(x) = o(/3(x)) lorsque x — +oc0 assure I'existence d'unréel A > 1
tel que pour tout x > A, |a(x)| < €8(x). On a alors :

/+OO a(t) dt‘ < /+OO la(t)] dt < e +ooﬁ(t) dt,

X

Vx > A,

ce qui établit la relation

/+OO a(t)dt = o( +OO B(t) dt), X — +00.

X

. Sia(x) ~ B(x) lorsque x — 400, alors a(x) — B(x) = o(B(x)) lorsque x — ~+oc. Puisque 3(x) > 0

pour tout x € I et que I'intégrale [ 1+OO [(t) dt converge par hypotheése, le résultat de la question a.
s’applique et assure que :

/:oo a(t)dt — :OOﬁ(t) dt = /x+oo(a(t) — (1)) dt = o(

ce qui signifie que

—+00
B(t) dt>, x — +00,

+o00 +o00
/ a(t)dt ~ p(t)dt, x— +oo.

Si f(x) tend vers 0 i.e. f(x) = o(1) lorsque x — +00, alors e~ *f(x) = o(e~*) lorsque x — +00 ce
qui implique, d’apres 1.a., puisque e~ “* > 0 pour tout x > 1 et que l'intégrale f;roo e % dt converge,

+oo +o0
/ e “f(t)dt o(/ e"”dt) =o(e™™), x— +oo.

On en déduit dans ce cas que

U(f)(x) = e“x/ Ooe"”f(t) dt = o(1), x — 400,

c’est-a-dire que U(f)(x) tend vers 0 lorsque x — +o00.
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o Si f admet une limite finie b en 400, alors le résultat précédent peut étre appliqué a la fonction
f = f — b, de limite nulle en 400 :
~ b
U(f)(x) = U(f)(x) = bU(1)(x) = U(f)(x) = = —— 0,

a x—-+oo
si bien que U(f)(x) tend vers £ lorsque x — +oc.

3. La notation f,, est bien mal choisie puisqu’elle entre en conflit avec celle de la question L.3....
a. On peut bien str obtenir le résultat par intégration par parties, mais aussi par application du résultat
de la question L.8.a. : en remarquant que f| = —wf,, 4, il vient

au(f,) = fo + U(f)) = fo — wU(forn)

L) o) @

Comme par ailleurs f,;;(x) = o(f.(x)) lorsque x — +00, on justifie (comme en 2.) en s’appuyant
sur le résultat de la question 1.a. que g, ,(x) = o(gw(x)) lorsque x — +-00. Il ressort alors de
que g,(x) ~ 1f,(x) lorsque x — 4o0.
b. Pour x > 1 donné,
e -1 1/ (—at)" x (—a)"
viellx, T—— = (X 1) = t
[1, %] t t n;) nl ,,; n!

et il s’agit de justifier 'intégration terme a terme dans la formule :

X L—at x 7at_1 X , 00 (__A\N
/ ¢ dt—lnx:/ e—dt:/ (Z ﬂt”‘1> dt
1 t 1 t 1 ‘n=1 n!

d’ou la relation :
Vxel, gu(x)=

_ Z (_na) n—14s — i(_l)nnc‘znn! (xn . 1)’

c’est-a-dire de montrer que :

[ g [
—tdt dt.
k2:31 /1 k! n—oo  Jq t

Or, pour t > 0 donné, la fonction ¢ : u —— e~ * est de classe € sur [0, t] avec :

VkeN, Vuelo,t], ¢®(u)=(—a)e ™

et donc :
Vue o1, [ (u)|<a
On peut donc lui appliquer I'inégalité de Taylor-Lagrange a ’ordre n :

ot — 3 O] <

= K ‘\(n—i—l)!

X e—at _ a B (_a>k
dt— / £k 1dt / a3 k) de
/1 Z k! ko k! ) )
</ l‘e‘“f ‘ / " dt
1 ¢t k 0 (

an—H ( )n—l—l

- (n+1)-(n+1)!(xn+1_1) S (n+1)! P

et le résultat est établi. L’expression attendue pour g; s’en déduit immédiatement.

n+1
tn—H

d’ou:

4. a. Evident a partir de 1.a..
b. Evident & partir de 1.b. et 3.a..

Troisieme partie

1 —kx

€, dont 'intégrale sur [1, +o0] est une

1. a. La question I.3.a. donne 'expression de gy : x ——
intégrale de référence convergente puisque k > 0.
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b. La fonction g, est continue sur [1, +o0[ avec, d’aprés la question IL3.a., g,(x) ~ 1 > 0 lorsque
x — +00. On en déduit, par comparaison aux intégrales de Riemann, que I'intégrale f1 g, (1) dt

est convergente si, et seulement si, w > 1.

2. a. Lafonction G étant une primitive de g d’aprés le théoréme fondamental, ona (G'—aG)' = g’ —ag =
—f puisque g est solution de I’équation différentielle (E;). Comme F est quant a elle une primitive
de f, les deux fonctions G’ — aG et —F + g(1) ont donc méme dérivée. Elles different donc d’une
constante, nécessairement nulle puisque les deux fonctions prennent la méme valeur g(1) en 1.

b. Pour commencer, la fonction F est dérivable donc continue sur [1, +0c[. La convergence de I'intégrale
f1+oo f(t) dt signifie par ailleurs que la fonction F admet une limite finie ¢ en +oo. Etant de plus
croissante car f est positive, F est donc a valeurs dans le segment [F(1), ¢]. La fonction F est ainsi
bornée et appartient donc a E.

Par définition de U, la fonction H = U(F — g(1)) = U(F) — ( ) vérifie H' — aH = —F + g(1).
En comparant avec la relation (1) de I’énoncé, on en déduit que G H est solution de 1’équation
différentielle y = ay. Il existe donc une constante K € R telle que, pour tout x € I, G(x) — H(x) =
Ke® c’est-a-dire :

Vx el G(x)=Ke®™+U(F)(x)— %.

(x)] < M.

c. Puisque la fonction g est bornée d’apres 1.1.d.,
On a alors :

1 [~ 1 [ 1 [

Vrel [G(x) :—/ s(di] < —/ (1)) dt < —/ Mdt <M
X1J1 X J1 X J1

Il en ressort que la fonction x — ( ) est bornée.

d. Comme on I’a déja remarqué, la fonctlon F admet une limite finie en +00. Dans ces conditions, la
G(X)

question IL.2. assure que U(F) admet également une limite en +o0. Pour que la fonction x ——
soit bornée, comme cela a été démontré en c., il est donc nécessaire d’aprés la formule établie en b.
que K = 0.

e. Les éléments développés en d. montrent que G admet une limite finie en +o00, ce qui signifie que
I'intégrale f1 t) dt converge.

3. D’apreés la questlon I 7.a., on a |g| = |U(f)] < (\f|) d’ou 'on déduit la convergence absolue de
I'intégrale f1 t) dt par comparaison a 'intégrale f . U(|f])(2) dt, convergente d’apreés 2.e..



