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Dans ce chapitre, on s’intéresse a la notion de convergence d’une suite (X,),cn de variables aléatoires
réelles, toutes définies sur le méme espace probabilisé (2, A, P). On dégage dans les deux premiers para-
graphes deux notions différentes de convergence avec a la clé dans les deux cas un théoréme fondamental
de la théorie des probabilités. Dans le troisiéme paragraphe, on applique ces théoremes a des problemes
d’approximation.

Dans tout le chapitre, (€2, .4, P) désigne un espace de probabilité.

1. Convergence en probabilité I

1.1 Définition

DEFINITION 1.1 Soient (X,)nci une suite de variables aléatoires réelles sur (2, A, P) et X une variable aléa-
toire sur le méme espace. -
On dit que (X,,) ey converge en probabilité vers X, et l'on note X, — X, si :

n—o0

Ve >0, lim P(|X,—X|>¢)=0.
n—o0

Exemple 1.2 Vérifier que pour tout n € IN*, la fonction
n

Joix € Re—= Ca e

définit une densité de probabilité ; on considére une variable aléatoire X, a densité f,.
Etudier la convergence en probabilité de la suite (X,) e

1.2 Inégalité de Bienaymé-Tchebychev

THEOREME 1.3 (INEGALITE DE MARKOV) Soit X une variable aléatoire réelle, discréte ou a densité.
Si X est positive et admet une espérance, alors :

Ve>0, P(X>e)<

COROLLAIRE 1.4 Soit X une variable aléatoire réelle, discréte ou a densité.
Si X admet un moment d’ordre 2, alors :
E(X?)

ve>0, P(X|>e) < —

THEOREME 1.5 (INEGALITE DE BIENAYME-TCHEBYCHEV) Soit X une variable aléatoire réelle, discréte ou a
densité.
Si X admet une variance, alors :
V(X)
g2

Ve >0, P(X-EX)|>¢)<

Exemple 1.6 On considére un dé cubique équilibré. En utilisant 'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, déter-
miner le nombre de lancers qu’il suffit d’effectuer pour pouvoir affirmer avec un risque d’erreur inférieur
a 5% que la fréquence d’apparition de I’as est voisine de + a la précision 0,01.

1.3 Loi faible des grands nombres

THEOREME 1.7 (LOI FAIBLE DES GRANDS NOMBRES) Soit (X,),cn+ une suite de variables aléatoires réelles
sur (2, A, P), discrétes ou a densité, mutuellement indépendantes, admettant une niémie espérance m et une
méme variance o>.
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Ona: X, 4+ L X
Xﬂ - ! 1 L > m
n n—o0
Plus précisément,
2
_ o
V€>O, VnE]N*, IP(|Xn—m| 28) < ?
n

Remarques 1.8 o Dans I’énoncé précédent, on peut affaiblir ’hypothese X,,, n € IN*, mutuellement indé-
pendantes en X,,, n € IN*, deux-a-deux indépendantes ou méme deux-a-deux non corrélées.

e Le théoreme précédent porte le nom de loi faible des grands nombres car il existe un résultat bien plus
précis : on peut montrer (mais cela est bien plus difficile !) que si les variables aléatoires X,, (toujours sup-
posées indépendantes) suivent une méme loi et admettent une espérance m, alors X, converge presque
stirement vers la variable certaine égale a m.

COROLLAIRE 1.9 (THEOREME D’OR DE BERNOULLI) Soit (X,).cn+ une suite de variables aléatoires mutuelle-
ment indépendantes suivant toutes une loi de Bernoulli de paramétre p.

La fréquence de succés X, = 2(X1 + -+ +X,) converge en probabilité vers la variable certaine égale d p
lorsque n — oo. Plus précisément,

Ve >0, VneN*, P(X,—pl>¢)< .
e>0, VnelN, P(X,—pl>¢) < —

Remarques 1.10 o On considére une succession d’expériences identiques indépendantes, au cours de cha-
cune desquelles un événement A est susceptible de se produire avec probabilité p = P(A). Pour tout
n > 1, on note X, la variable aléatoire égale a 1 si 'événement A se réalise au cours de la n-iéme
expérience et 0 sinon. Les variables aléatoires X,, n > 1, sont indépendantes et suivent toutes la loi
de Bernoulli de parametre p. Dans ces conditions, la loi des grands nombres affirme que la fréquence
X, de réalisation de I’événement A au cours des n premiéres expériences converge en probabilité vers
p = P(A) (la convergence est méme presque stre d’apres la loi forte).
Ainsi la fréquence statistique de réalisation d’un événement tend vers la probabilité de cet événement.

e On notera que le majorant dans la derniére inégalité ne dépend pas de p.

1.4 Théoremes opératoires

Remarque 1.11 Bien que ce ne soit pas au programme, on peut démontrer (cf. TD) que si (X,) et (Y,) sont
des suites de variables aléatoires convergeant en probabilité respectivement vers X et Y alors, pour tout
A € R, (AX,, +Y,) converge en probabilité vers \X + Y.

Le seul résultat au programme est le suivant, que I'on admet.

PROPOSITION 1.12 Soient (X,),cw une suite de variables aléatoires réelles, X une variable aléatoire réelle et
f : R — R une fonction continue.
Si (X,) converge en probabilité vers X, alors (f(X,)) converge en probabilité vers f (X).

Remarque 1.13 Lorsque la variable X = c est constante, il suffit que la fonction f soit continue au point ¢
pour que la suite (f(X,)) converge en probabilité vers f(X) = f(c).

2. Convergence en loi I

2.1 Définition
DEFINITION 2.1 Soient (X,)new une suite de variables aléatoires réelles sur (2, A, P) et X-une variable aléa-
toire sur le méme espace. On note Fx, (resp. Fx) la fonction de répartition de la variable.aléatoire de X,,, n € IN

(resp. de X).
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. . . , c : .
On dit que la suite (X,),en converge en loi vers X, et l'on note X, —— X, si en tout point x € R de
o —
continuité deFx, on a : e
lim FXH(X) = Fx(X).

n—o00

Exemple 2.2 (role de la restriction sur x) La suite de terme général X, = %, n > 1, converge en loi vers
X =0.

Plus généralement (exercice), si (x,)n,en €st une suite réelle convergeant vers /, alors la suite de terme
général X, = x,, n € IN, converge en loi vers X = /.

PROPOSITION 2.3 Lorsque les variables aléatoires X,,, n € IN, et X sont a valeurs dans Z., la convergence en
loi de (X,) e vers X équivaut a :

VkeZ, limP(X,=k) =P(X=k).

n—oo

Exemple 2.4 Pour la plupart des chaines de Markov étudiées en informatique, on a observé et démontré la
convergence en loi de la chaine (X,) vers sa loi stationnaire II.

Exemple 2.5 Soit (X,)nen+ une suite de variables aléatoires ou, pour tout n € IN*, X, suit une loi uniforme
sur 'ensemble {k/n} <<, Etudier la convergence en loi de la suite (X,)cn-.

Remarque 2.6 La convergence en loi d’une suite (X,),cn de variables aléatoires vers une variable aléatoire
X ne fait intervenir que la loi des variables aléatoires. Il n’y a donc pas unicité de la limite.

Le théoreme suivant n’est pas explicitement au programme.

THEOREME 2.7 Soient (X,),en une suite de variables aléatoires réelles et X une variable aléatoire réelle.
Si (Xn)new converge en probabilité vers X, alors (X,,) e converge en loi vers X. La réciproque est fausse.

2.2 Théoreme limite central

THEOREME 2.8 Soit (X,),ew+ une suite de variables aléatoires réelles sur (2, A, P), mutuellement indépen-
dantes et de méme loi, admettant une espérance m et une variance o* (o > 0).
La variable aléatoire centrée réduite associée a X,, = %(Xl +-- 4+ X,

—* n

X

n

o (Xn —m)

converge en loi lorsque n — oo vers (une variable aléatoire suivant) la loi normale N'(0, 1).
En d’autres termes, pour tous a < b (éventuellement infinis),

— 1,
lim P(a <X, <b)=—— [ e "/*dt
g \/27r/a

n—o00

Remarque 2.9 La conclusion peut également étre énoncée sur S, = X; + --- + X, = nX,; :

% _S*_Xn—nm
n— “n U\/ﬁ

converge en loi lorsque n — oo vers (une variable aléatoire suivant) la loi normale N (0, 1).

Remarque 2.10 Outre les approximations qui en découlent (cf. paragraphe suivant) et les applications en
statistiques (cf. chapitre suivant), le théoréme limite central a plusieurs interprétations théoriques.

e Tout d’abord, il précise les fluctuations de X, autour de sa limite m (la loi faible«des grands nombres
énonce une convergence en probabilité, la loi forte donnerait une convergence presque sire) : X, — m
suit approximativement une loi normale N (0, 0%/n) lorsque n est assez grarfd:
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e Par ailleurs, le théoreme exprime le fait que la somme d’un grand nombre de variables indépendantes,
de méme loi et admettant une variance a une distribution a peu pres gaussienne. La loi des erreurs géné-
ralise ce fait a la somme de variables indépendantes, admettant une variance, et dont aucune n’est pré-
pondérante. Cela met en évidence I'universalité de la loi normale, et explique pourquoi de nombreuses
variables aléatoires intervenant en modélisation sont souvent supposées suivre des lois normales.

On peut illustrer ce fait par I’exemple du tireur a la carabine. La figure ci-dessous représente n = 100
réalisations de couples (Xi, Yx), 1 < k < n, de variables gaussiennes centrées indépendantes, de va-
riances 0 = 1 puis 0 = 0,4. Elle correspond bien aux résultats obtenus a un tir a la carabine sur
une cible, ce qu’on peut expliquer ainsi : si (Xk, Yi) sont les coordonnées du k-iéme tir, X; et Y, sont
des sommes de petites variables indépendantes (erreur de visée, tremblement, défaut de concentra-
tion, recul, perturbation par un élément extérieur comme un contrejour ou un cri, ...). D’apres la loi
des erreurs, il est donc raisonnable de supposer que (Xj, Yy) est un couple de variables gaussiennes.
L’écart-type de ces gaussiennes mesure I’adresse du tireur : plus il est petit et plus le tireur est adroit.

27 27
1+ . 1
: ; "0 s | : : (N S |
—2 -1 . 1 2 —2 —1 Ll 1 2
~11. 11
—2 L —2 L

2.3 Théoremes opératoires

Remarque 2.11 Attention, on ne dispose pas des théorémes opératoires classiques pour la convergence en

loi. Par exemple, la convergence en loi de (X)) vers X et de (Y,) vers Y n’entraine pas la convergence en
loi de (X, +Y,) vers X + Y.

On admet les deux résultats suivants.

PROPOSITION 2.12 (SLUTSKY) Soient (X,), (Y,) deux suites de variables aléatoires, X une variable aléatoire
et ¢ un réel.

Si (X,) converge en loi vers X et si (Y,) converge en probabilité vers une constante c, alors (X, +Y,) converge
en loi vers X + ¢ et (X,Y,) converge en loi vers cX.

PROPOSITION 2.13 Soient (X,) une suite de variables aléatoires, X une variable aléatoire et f : R — R une
fonction continue.
Si (X,) converge en loi vers X, alors (f(X,)) converge en loi vers f(X).

3. Approximations I

3.1 Approximations de la loi binomiale

On est souvent amené a travailler sur des lois binomiales. Il en existe des tables numériques, usuellement
pour n < 50 et 0 < p < 0,5. Pour les valeurs de n supérieures, on envisage deux méthodes.
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Si n est grand alors que p est petit (cas des événements rares), on utilise ’approximation par la loi de
Poisson décrite ci-dessous.

THEOREME 3.1 Soit (X,) e+ une suite de variables aléatoires ou, pour tout n € IN*, X, suit une loi binomiale

B(n, pn).

Si np, admet une limite finie A > 0 lorsque n — oo (en particulier lorsque p, = \/n), alors
)\k
VkeN, limP(X,=k =e >~
n—oo k!

et la suite (X,,) e converge en loi vers (une variable alétoire suivant) la loi de Poisson P(\).

Remarque 3.2 En pratique, on considére que 'approximation d’une loi binomiale B(n, p) par une loi de
Poisson P (np) est satisfaisante si n > 30, p < 0,1 et np < 15.

Exemple 3.3 Soit X une variable aléatoire de loi binomiale 3(100; 0,05). Comparer la valeur approchée de
P(X = 2) obtenue par approximation par une loi de Poisson avec la valeur exacte.

Si n est grand alors que p reste fixe, on utilise 'approximation normale décrite ci-dessous.

THEOREME 3.4 Soient p € |0,1[, g = 1— p et (X,) e+ une suite de variables aléatoires ou, pour tout n € IN*,

X, suit une loi binomiale B(n, p).

La suite des variables aléatoires centrées réduites de terme général

X, —np
Vg

converge en loi vers (une variable aléatoire suivant) la loi normale centrée réduite N (0, 1).

X = ne NN,

Remarque 3.5 Soit ¢ = 1 — p. En pratique, on considére que I’approximation d’une loi binomiale 5(n, p)
par une loi normale N (np, npq) est satisfaisante si n > 30, np > 5 et nq > 5.

Exemple 3.6 Reprendre I'exemple [1.6|en utilisant une approximation gaussienne de la loi binomiale.

Remarque 3.7 Le résultat précédent conduit a approcher une loi discréte par une loi continue. On effectue
donc souvent une correction de continuité en approchant P(B = k) par P(k — 0,5 < N < k+ 0,5) ou B
suit une loi binomiale et N suit la loi normale appropriée.

3.2 Approximation d’une loi de Poisson par une loi normale

THEOREME 3.8 Soient o > 0 et (X,),ew+ une suite de variables aléatoires o, pour tout n € IN*, X, suit une
loi de Poisson P(na).
La suite des variables aléatoires centrées réduites de terme général

ne NN,
converge en loi vers (une variable aléatoire suivant) la loi normale centrée réduite N (0, 1).

Remarques 3.9 o En pratique, on considére que I'approximation d’une loi de Poisson P(\) par une loi
normale N (\, \) est satisfaisante dés que A > 18.

e Il s’agit ici encore d’approcher une loi discrete par une loi continue, et il pourra donc étre intéressant
d’effectuer une correction de continuité.

Exemple 3.10 Soit X une variable aléatoire suivant la loi de Poisson P(16). Comparer les‘yaleurs appro-
chées de P(X < 21) et P(X = 16) obtenues par approximation gaussienne avec correction de continuité
aux valeurs exactes.
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