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Dans tout le chapitre et sauf mention explicite du contraire, les fonctions considérées sont définies sur un
ouvert de R" et a valeurs dans R. On reprend les notations du chapitre précédent.

1. Objets du calcul différentiel du premier ordre I

On considére dans ce paragraphe un ouvert U non vide de R", un point A = (ay, . .., a,) € U ainsi qu’une
fonction f : U — R, (x1,..., %) — [, ..., Xn).

1.1 Dérivées partielles et gradient

Pour j € [1,n], on définit 'ensemble Un; = {x € R : (a1,..., -1, %, aj41,...,a,) € U}, qui est un
ouvert de IR contenant a; puisque U/ est ouvert. On définit alors la j-iéme fonction partielle de f au point
A:

faj Un; — R, x; — f(ar, ..., a1, %, Gjy1, - - -, Gn).
Il s’agit de la fonction obtenue en fixant toutes les composantes de X = (xy,. .., x;,) égales a celles de A
sauf la j-ieme qu’on laisse varier. On obtient ainsi une fonction d’une variable, ce qui permet de donner la
définition suivante.

DEFINITION 1.1 Soitj € [1, n]. On dit que f admet une dérivée partielle par rapport d la variable x; au point
A lorsque la fonction partielle f ; est dérivable en a;. Dans ces conditions on appelle dérivée partielle de f
par rapport a la j-iéme variable x; au point A, et 'on note 0;f (A) ou 5 ( ), le réel défini par :

8.7(] tt;(()) t —f(a17 ceey Gj—1, A5, Ay g, - e

Jf( ) af( ) fAJ(aj)_hml<f(al,...,aj1;aj+t,aj+1,...,an)— a))

Remarque 1.2 Seule la notation J;f est au programme. Elle présente, comme la notatlon des avantages
et des inconvénients :
o l'utilisation de la notation J;f suppose que les variables de f sont ordonnées, ce qui est le cas si on les

note xi, . . ., x,, mais est moins évident si on les appelle a, x et a..
e la notation g—f sous-entend que le pomt generlque de U est noté (xl, ...y Xy);silon %éﬁnit plutot f par
une formule du type f(y1,...,¥,) = - -, alors ses dérivées partielles seront notées a—ij, 1<j<n

Il est donc intéressant de savoir manipuler les deux. Pour des fonctions définies sur un ouvert de R* ou de
R, il est d’usage de noter (par défaut) les variables x, y et éventuellement z, et donc les dérivées partielles
of = 82 f = 7=, et éventuellement 0;f = 8f

Exemple 1.3 Etudier I'existence de dérivées partielles O, f et O,f en tout point (xy, yo) € R? pour la fonction

sinx® — In(1 + y?) si (x,y) £ (0,0)

fi(x,y) € R?+— x? 4 y?
0 si (x,y) = (0,0)
DEFINITION 1.4 Sif admet en A des dérivées partielles par rapport a toutes les variables x,, . . ., x,, on appelle

gradient de f en A, et 'on note Vf(A), le vecteur de R" défini par la formule :
VF(A) = (0.£(A), 0 (A), ... Ouf(A).

Exemple 1.5 Déterminer le gradient de la fonction f : X € R" — ||X||* en tout point A € R™

1.2 Dérivées directionnelles

Soit V un vecteur non nul de R". On a vu dans le chapitre précédent que la droite Dy v passant par le point
A et dirigée par le vecteur V est paramétrée par 'application t € R —— A 4 ¥
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Etudier le comportement de f(X) lorsque X varie au voisinage de A sur la droite D, y revient donc a étudier
la fonction fonction partielle t — f(A + tV) au voisinage de 0. Comme U est ouvert, 'ensemble de
définition de la fonction partielle précédente contient un intervalle de la forme [—¢, €], € > 0.

DEFINITION 1.6 On dit que la fonction f admet une dérivée directionnelle en A selon le vecteur V si la
fonction partielle t — f(A + tV) est dérivable en 0, i.e. si la limite ci-dessous existe et est finie :
_ A+1tV)—f(A
L f(A V)~ f(A)

9

F
on la note alors Oyf(A) :
t#£0 o

Remarques 1.7 o La notion de dérivée directionnelle est plus générale que celle de dérivée partielle. En ef-
fet, la notion de dérivée partielle par rapport a la variable x; coincide avec celle de dérivée directionnelle
dans la direction du j-ieme vecteur E; de la base canonique : 9;f (A) = O f(A).

e La dérivée directionnelle Oyf(A) peut étre interprétée comme le taux d’accroissement infinitésimal de
f au point A dans la direction V.

Remarque 1.8 (Interprétation géométrique d’une dérivée directionnelle) Pour les besoins du dessin, on consi-
dére I'exemple d’une fonction f : U/ — R définie sur un ouvert i/ de R? et a valeurs réelles. Lorsqu’elle
existe, la dérivée directionnelle Oyf(A) admet I'interprétation géométrique suivante.

On considere le graphe X de la fonction f, qui est une surface dans I'espace. Le plan vertical P passant
par le point A et contenant le vecteur V rencontre U/ selon une portion ouverte de droite et le graphe X
de la fonction f selon une courbe I'. Dans ces conditions, le réel dyf(A) est égal a la pente de la tangente
a I au point A dans le plan P.

Trace de ¥

Trace de U

i \

A
|
|
N
|
[}

Exemple 1.9 Soient A un point de R" distinct de 'origine, extrémité d'un vecteur V,et W un vecteur non
nul orthogonal a V. Déterminer les dérivées de la fonction f : X € R" — |[X}{**au point A dans les
directions V et W.
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1.3 Développement limité

DEFINITION 1.10 On dit que f admet un développement limité du premier ordre au point A s’il existe des
réels o et 3y, . .., B, ainsi qu’une fonction € définie sur une partie de R" et a valeurs dans R tels que, pour
tout X € U voisin de A :

fX)=a+Bi(x—a)+ -+ Bu(xs —an) + || X — Al e(X — A)
et:
lim ¢(H) = 0.

H—0

Remarques 1.11 o La deuxiéme condition s’écrit encore : € est continue en 0 et £(0) = 0.

e Dans les conditions précédentes, on note :

fX)=a+Bi(x—a)+ -+ Ba(xs — an) + o[ X —4A]]), X— A.

ProPOSITION 1.12 Si f admet un développement limité du premier ordre en A, alors elle est continue en A,
admet en ce point des dérivées partielles par rapport a chaque variable et I'on a :

fX) = f(a) +j:§n:131f(A)(99 — @) +o(|[X—All), X—A,

c’est-a-dire :
f(X)=f(A) +(Vf(A),X = A) +o([[X—A[]), X—=A.

Exemple 1.13 Montrer que la fonction f : X — ||X||* admet en tout point A € R" un développement
limité du premier ordre que I’on déterminera.

Remarque 1.14 Dans ces conditions, ’application affine
i X= (o, x) > f(A) + L OF(A)( — a) = f(A) + (VF(A), X = A)
]:

est appelée application affine tangente ou meilleure approximation affine de f au voisinage de A.
Son graphe, I’hyperplan de R"*! d’équation

y = f(A) + i?l@f(A)(xj —a),

est appelé hyperplan tangent au graphe de f au point A.
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CoROLLAIRE 1.15 Si f admet un développement limité du premier ordre en A, alors elle admet en ce point une
dérivée directionnelle selon toute direction V.€ R" \ {0} donnée par :

ovf(A) = (Vf(A),V).
Si de plusV est unitaire, alors |Oyvf(A)| < ||[Vf(A)||. De plus, I’égalité Ovf(A) = |Vf(A)]| est réalisée si, et

seulement si, V est colinéaire et de méme sens a Vf(A).

Remarque 1.16 Ainsi le gradient Vf(A) indique la direction de plus forte croissance. Pour la culture, on
pourra également retenir que la dérivée directionnelle de f suivant une direction tangente a une courbe
de niveau est nulle ; autrement dit d’apres le corollaire précédent, le gradient est orthogonal aux lignes de
niveau.

2. Fonctions de classe ! I

Dans ce paragraphe, on considére un ouvert ¢/ non vide de R".

2.1 Définition et théoréeme fondamental

DEFINITION 2.1 Soit V un vecteur non nul de R".

On dit qu’une fonction f : U — R admet une dérivée directionnelle sur U suivant le vecteur V si f
admet une dérivée directionnelle Oyf(A) en tout point A € U suivant le vecteur V. On appelle alors dérivée
directionnelle de f surU suivant le vecteur V la fonction

Nf U — R,A— Oyf(A).

Cette définition s applique en particulier lorsque V est un des vecteurs de la base canonique ; elle donne alors
un sens a la notion de dérivée partielle de f surU.

Remarque 2.2 Attention ! Les dérivées directionnelles (donc en particulier les dérivées partielles) sont ob-
tenues par dérivation de fonctions d’une seule variable, mais ce sont des fonctions de plusieurs variables,
et leur continuité sur un ouvert I/ de R" s’entend bien siir en ce sens.

DEFINITION 2.3 On dit qu’une fonction f : U — R est de classe €' sur U si elle admet des dérivées
partielles O.f , ..., O.f surl et si ces dérivées partielles sont continues surlU.

Exemple 2.4 Soit

0 sinon

FOR s R () s {nyz In(x* +5) si (x.3) # (0,0)

Montrer que f est de classe €' sur R?.

On admet le théoréme suivant.

THEOREME 2.5 Soit f : U —> R une fonction de classe €.
La fonction f est continue surlU et admet en tout point A € U un développement limité du premier ordre”:

FX) = F(A) + z":lajf(Ax»c,- — @)+ o(X — Al)
— F(A) + (VF(A),X — A) + ofX — A[)

que l’on peut aussi écrire, en posant H = X — A, qui tend vers 0 lorsque X — A, sous la forme :

f(A+H) = f(A)+ i)l@-f(A)hj +o([H) = f(A) + (Vf(A), H) + o[[H}}; H —o.

— A,
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2.2 Théoremes opératoires

La formulation choisie pour les théorémes opératoires ci-dessous fait intervenir le gradient. On en déduit
sans peine des formules donnant les dérivées partielles et directionnelles des fonctions considérées.

PROPOSITION 2.6 Soient f, g : U — R deux fonctions de classe €.
(i) Pour \ € R, la fonction \f + g est de classe € avec :

VAelU, V(Af+g)(A) =X Vf(A)+ Vg(A).
(ii) La fonction fg est de classe € avec :
VAU, V(fE)(A)=f(A) Vg(A)+g(A)-VS(A).

(iii) Si f ne s’annule pas surU, alors 1/f est de classe € avec :

)@ =-

1

f(a)?

VA €U, v( - Vf(A).

COROLLAIRE 2.7 Toute fonction polynomiale sur R" est de classe €.

PROPOSITION 2.8 Soient deux fonctions f : U — R de classe € sur un ouvertU de R" et o : I — R de
classe €' sur un intervalle I de R. On suppose que f(U) C L
La fonction ¢ o f est de classe €* surlUd avec :

VAU, V(pof)(A)=¢'(f(A) VF(A).
Exemple 2.9 Soient f : R" — R une fonction de classe 6 et k € IN*. Exprimer Vf*(A) pour A € R".

THEOREME 2.10 Soient f : U — R une fonction de classe €' sur un ouvertU de R" etyy,...,v,: I — R
des fonctions de classe €' sur un intervalle I de R. On définit la fonction

il Rt (1) = (n(D),- -, 7a(t))

et on suppose que y(I) C U.
La fonction

fO'y:I—>]R,tl—>f<71(t),~--77n(t))

est de classe €' surl avec :

VEEL (for)/(0) = Ldf (1) = (VF(3(1). 7' (1)

ou lon a noté~'(t) = (1(1),...,7(1)).

Exemple 2.11 Soit f : R* — R, (x, y, z) — f(x, y, z) une fonction de classe ¢ sur R*. Montrer que la
fonction t € R — f(#?, 1, sin t) est de classe € et exprimer sa dérivée en fonction des dérivées partielles

de f.

Remarque 2.12 Si f : U — R est une fonction de classe €', A un point de U et V un vecteur non nul de
R", la fonction partielle u : t — f(A+tV) est de classe € sur un voisinage [—¢, £] de 0 (pour un certain
€ > 0) avec:
Vit e [—e,e], u(t)=(Vf(A+1tV),V).
e On retrouve en particulier, pour t = 0, la dérivée directionnelle de f : ¢/(0) = dyf(A) =AV(A), V).
e Ilrésulte alors du théoréeme fondamental du calcul différentiel et intégral que, pour deuxpoints A, B € U
tels que [A,B] C U, on a:

f(B) = f(A) + /01 (VF(A+t(B—A)),B—A)dt
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3. Calcul différentiel du second ordre I

Dans ce paragraphe, on considere un ouvert ¢/ non vide de R".

3.1 Dérivées partielles secondes

DEFINITION 3.1 Soient f : U — R une fonction et A un point de .

Etant donnés deux entiers i,j € [1, n], on dit que f au point A admet une dérivée partielle seconde par
rapport aux variables x; puis x; si elle admet au voisinage de A une dérivée partielle 0,f = g—£ qui admet a
son tour une dérivée partielle par rapport a la variable x; au point A. On la note alors

Of(A) = 0i(0f)(A)  ou aing (&)= %(%) (&)

et, lorsque i = j,
0? 0 /0
R = 0NA) o TLa) = (L))

Exemple 3.2 Dérivées partielles secondes de la fonction (x, y) — x3? + e~

Remarque 3.3 Comme au premier ordre, on dit que f admet une dérivée partielle seconde 97 f sur U si elle
en admet une en chaque point de /. On considere alors la dérivée partielle seconde 9; f : A € U +—— 07 f(A)
comme une fonction définie sur U.

3.2 Fonctions de classe ¢*

DEFINITION 3.4 Une fonction f : U — R est dite de classe € si toutes ses dérivées partielles secondes
existent et sont continues surld.

PROPOSITION 3.5 Soient f, g : U — R deux fonctions de classe €.

(i) Pour \ € R, la fonction \f + g est de classe €* ;
(ii) la fonction fg est de classe €* ;
(iii) sif ne s’annule pas surU, alors 1/f est de classe €*.

COROLLAIRE 3.6 Toute fonction polynomiale sur R" est de classe €.

PROPOSITION 3.7 Soient deux fonctions f : U — R de classe €% sur un ouvertUd de R" et p : I — R de
classe €% sur un intervalle I de R. On suppose que f(U) C L
La fonction ¢ o f est de classe €* surlU.

On admet le théoréme suivant.

THEOREME 3.8 (SCHWARZ) Pour une fonction f : U — R de classe €, on a :
.. 2 a2
Vi,j€[1,n], O.f=0.f.

DEFINITION 3.9 Soient f : U — R une fonction de classe €* et A un point de U.
On appelle hessienne de f en A, et on note V*f(A) ou V*fy, la matrice carrée

VAf(A) = (aijf(A))lgiN € M,(R).

Remarques 3.10 o 1l résulte du théoréme de Schwarz que la hessienne de f en A est une matrice symé-
trique. On note souvent g, (la notation est imparfaite puisqu’elle ne fait pas int€xvenir f) la forme qua-
dratique de R" qui lui est canoniquement associée : en identifiant vecteurs de;IR" et matrices colonnes
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de Mml(R)s
VX = () € R ga(X) = XVEFAX = 3 08 (A)x,

1<ij<n

e Dans le cas n = 2, on utilise traditionnellement les notations suivantes, attribuées a Monge :

r=GLf(A), s=OLf(A) et t=03,f(A)

Ainsi

et:
V(x,y) € R®, qa(x,y) = ra® + 2sxy + ty°.

Exemple 3.11 Déterminer la matrice hessienne de la fonction X € R” — ||X||*.

3.3 Etude locale d’une fonction de classe ¢*

Dans toute la section, f désigne une fonction de classe ¢ sur U et a valeurs réelles. Pour tout A € U, on
note g la forme quadratique canoniquement associée a la hessienne V*f(A).

PROPOSITION 3.12 Soient A € U etV un vecteur non nul de R".
La fonction d’une variable réelle t — f(A + tV) admet une dérivée seconde a l'origine appelée dérivée
directionnelle seconde de f en A dans la direction V, notée 0%f (A) et égale a 9%f(A) = qa(V).

THEOREME 3.13 Soit A € U donné.
Il existe une fonction € définie sur une partie de R" et a valeurs dans R telle que, pour tout X € U voisin de
A:
FX) = F(8) + (VF(8),X = &) + 2 ga(X — A) + X — A*=(X — A)
et:
lim¢(H) = 0.
H—0

Remarque 3.14 On dit que f admet un développement limité du second ordre en A et on note :

fX) =f(A) +(Vf(A),X - A) + %qA(X — A) +o(|X — Al")

= FA) + O ) —a)+ 5 T OFA) 6~ a)(s - ) + ol X AI")

I<i,jsn

X—=A

ou, de facon équivalente :

F(A+H) = (&) + (VF(A) H) + 5 qa(H) + of )

= FA) + SO A+ 5 5 oA+ of HI")

I<ij<sn

H—o0.

Exemple 3.15 Développement limité a I’ordre 2 en A = (0, 1) de la fonction de 'exemple
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