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Dans tout le chapitre, (€2, .4, IP) désigne un espace de probabilité.

1. Loi uniforme I

Dans tout ce paragraphe, a < b désignent deux réels.

1.1 Description et transformations affines

DEFINITION 1.1 On dit qu’une variable aléatoire réelle X suit une loi uniforme sur intervalle [a, ], et I'on
note X — U(|a, b), si X admet pour densité la fonction
1

fkixeR—<{b—a
0 sinon

six € [a, b]

Remarque 1.2 La loi précédente est qualifiée d’uniforme car si X suit la loi U([a, b)), la probabilité que X
appartienne a un intervalle [«, 3] C [a, b] donné (o < [) ne dépend que de la longueur 5 — « de celui-ci.

PROPOSITION 1.3 Soit X une variable aléatoire de loiU(|a, b]).
La variable aléatoire X admet pour fonction de répartition

0 six<a
x—a |
Fx : x —> six € [a, b|
1 six>b

Ci-dessous les représentations de la densité et de la fonction de répartition de la loi uniforme U([a, b]).

1 1

+

a b a

densité fonction de répartition

PROPOSITION 1.4 Soient v, 5 € R et X une variable aléatoire réelle.
Si X suit une loiU([a, b]) et a > 0, alors aX + (3 suit une loit ([aa + 5, b + B)).

1.2 Moments

PROPOSITION 1.5 Soit X une variable aléatoire de loiU([a, b]).

Ona: 5 5 )
E(X) = a+ et V(X) = ﬂ_

2
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2. Loi exponentielle

2.1 Desription et transformations linéaires

DEFINITION 2.1 On dit qu’une variable aléatoire réelle X suit une loi exponentielle de paramétre A > 0, et
U'on note X < E(A) si elle admet pour densité la fonction

e ™ six >0
KixeR+— 7
0 six <0
PROPOSITION 2.2 Soit X une variable aléatoire de loi E(\), A > 0.
La variable aléatoire X admet pour fonction de répartition

0 six <0

FX:xr—>{ A

1—e” six>0

Ci-dessous les représentations de la densité et de la fonction de répartition de deux lois exponentielles
E(A1) et E(A;) avec A\; < A;. On constate que plus A est grand, plus la variable est concentrée au voisinage
de 0 (a droite).

Az 1 i IO
E(X2)
£(A2)
Al 1
EA
£ (A1)
densité fonction de répartition

PROPOSITION 2.3 Soient A > 0, a € R et X une variable aléatoire réelle.
Si X suit une loi £(\) et a > 0, alors aX suit une loi E(\/«).

2.2 Moments
PROPOSITION 2.4 Soit X une variable aléatoire de loi E(\), A > 0.
Ona:
E(X)=~ e V(X)=—.
A A2

2.3 Caractérisation par 'absence de mémoire

THEOREME 2.5 Une variable aléatoire réelle X suit une loi exponentielle si, et seulement si, X(2) C R,
P(X > x) > 0 pour tout x € R et:

Vx,ye Ry, Pry(X>x+y) =PX>x). (2.1)

Remarque 2.6 On interpreéte la condition (2.1) en disant que X suit une loi sans mémoire.
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3. Loi gamma I

3.1 Description

LEMME 3.1 Pourv > 0, la fonction
—e * six>0
xeR+— ¢ T'(v) (3.1)
0 six <0

est une densité de probabilité.

DEFINITION 3.2 Soient X une variable aléatoire réelle et v > 0.
On dit que X suit une loi~y de paramétre v, et I'on note X — ~(v), si elle admet la fonction (3.1) pour densité.

Remarques 3.3 o Pour b,v > 0 et X une variable aléatoire de loi (), la variable bX est a densité donnée

par
xv1 1 /x\v1
—x/b _ (_) —x/b : 0
xeR— { T € ry\e) € X7

0 six <0
Cette loi (hors-programme) est notée I'(b, ) et le réel b est appelé paramétre d’échelle. La loi v(v) est
parfois appelée loi y-standard par opposition aux lois I" générales.

o Laloi exponentielle £()) coincide avec laloi I'(§, 1). En particulier, la loi £(1) coincide avec la loi y(1).

Ci-dessous la représentation graphique de la densité de la loi (/) pour différentes valeurs de v.

[ T~

0<r<l1 v=1 1<r <2 v=2 v>2
3.2 Moments
PROPOSITION 3.4 Soit X une variable aléatoire de loi y(v), v > 0.

Ona:
E(X) =v et V(X) =wv.

3.3 Stabilité

THEOREME 3.5 Soient X, et X, deux variables aléatoires de lois (1) et y(v,) avec vy, v, > 0.
Si X, et X, sont indépendantes, alors la variable aléatoire X; + X, suit la loi y(vy + v3).

COROLLAIRE 3.6 Soient Xy, ..., X, des variables aléatoires réelles mutuellement indépendantes.
(i) Sipour tout i € 1, n], X; suit une loi y(v;), alors X; + - - - + X,, suit la loi y(v; + - - - + vy).
(ii) SiXy,...,X, suivent toutes la loi exponentielle £(1), alors X; + - - - + X, suit la loi y(n).

Exemple 3.7 Déterminer une densité de X; + - - - + X, lorsque X;, . . ., X,, sont des variables indépendantes
de loi £(A), A > 0.
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4. Loi normale ou gaussienne

4.1 Description et transformations affines

LEMME 4.1 Pour (m,o) € R x R%, la fonction

exp(—(x_—m)2> (4.1)

xeRr—
oV 2w
est une densité de probabilité.

DEFINITION 4.2 Soit (m,0) € R x R¥.
On dit qu’une variable aléatoire réelle X suit une loi normale (ou loi gaussienne) de paramétres (m, o?),
et l'on note X — N (m, 0?), si X admet pour densité la fonction (4.1).

Remarque 4.3 Le programme définit la notation N (m, 0?) mais on rencontre aussi la notation N'(m, o)
pour désigner la loi précédente.

Ci-dessous la superposition des densités de deux lois normales N (m, o2) et N'(m, 02) avec o, < 0 :
N(m,o?)

N(m, o3

S - ———

PROPOSITION 4.4 Soient (m,0) € R x R%, (o, B) € R* x R et X une variable aléatoire réelle.
Si X suit une loi normale N'(m, 0*), alors aX + (3 suit une loi normale N'(am + 3, a*c®).

4.2 Etude de la loi normale centrée réduite

La loi normale A (0, 1) est appelée loi normale centrée réduite (car elle est centrée réduite comme on le
verra plus tard...). Elle a pour densité la fonction

—x%/2

for:xeR+— e

1
Vam
PROPOSITION 4.5 La fonction f, ; est paire, croissante sur R_, décroissante sur R.,. Elle est convexe sur les

intervalles | —o0o, —1] et |1,400| et concave sur l'intervalle [—1,1]. Sa courbe représentative présente une
tangente horizontale au point d’abscisse 0.

Ci-dessous les représentations graphiques de la densité f et de la fonction de répartition de la loi normale

N(O,l):

o=
\T

e 7

1
densité fonction de"¥épartition
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On note @ la fonction de répartition associée a la loi normale centrée réduite :

1 X 2
Vx c R7 q)(X) = \/?/ e_t /2 dt
T J—00

C’est une fonction de classe € sur R.

PROPOSITION 4.6 Ona ®(0) = 1/2 et :
VxeR, &(—x)=1—-d(x).

Remarque 4.7 La propriété précédente signifie que la courbe représentative de ¢ est symétrique par rap-
port au point de coordonnées (0,1/2). Ce centre de symétrie est aussi point d’inflexion de la courbe, la
fonction ¢ étant convexe sur R_ et concave sur R.

4.3 Moments

THEOREME 4.8 Soit X une variable aléatoire suivant une loi normale N'(m, o?) ou o > 0.

Ona:

4.4 Stabilite

THEOREME 4.9 SoientX, . .., X, des variables aléatoires réelles ot pour tout i € [1, n]|, X; suit une loi normale
N(my, o?).
Si les variables aléatoires Xy, . . . , X, sont mutuellement indépendantes, alors X, + - - - +X,, suit la loi normale

N(my 4+ My 024 -+ 02).
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