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Apres avoir étudié jusqu’ici les variables aléatoires réelles discrétes, on s’intéresse dans ce chapitre a une
autre classe de variables aléatoires réelles : les variables a densité. Pour une telle variable X, on verra qu’on
a toujours P(X = x) = 0 pour x € X(2), et 'étude des événements [X = x|, entreprise dans le cas discret,
se révele donc insuffisante pour comprendre le comportement de la variable X du point de vue probabiliste.
Avant de définir les variables a densité, on reformule donc certaines propriétés des variables discretes en
des termes généralisables a des variables aléatoires réelles quelconques, ce qui conduit a dégager la notion
de fonction de répartition, qui permet par exemple d’exprimer des propriétés d’indépendance. La suite du
chapitre est consacrée aux variables a densité.

Dans tout le chapitre, (€2, A, IP) désigne un espace de probabilités.

1. Généralités sur les variables aléatoires réelles I

1.1 Généralités

La plupart des résultats de cette section sont admis.

DEFINITION 1.1 On appelle variable aléatoire réelle sur (<), A) toute application X : Q@ — R telle que,
pour tout x € R, l'ensemble [X < x] = {w € Q : X(w) < x} appartienne a A.

Exemple 1.2 Les variables aléatoires réelles discretes sont des variables aléatoires.

ProrosITION 1.3 Si X et Y sont deux variables aléatoires sur (§2, A), alors pour tout A € R, AX + Y, XY,
min(X,Y) et max(X,Y) sont des variables aléatoires.

La suite de cette section est plus théorique et peut étre laissée de coté en premiere lecture.

DEFINITION 1.4 On appelle tribu borélienne, et on note B(R), la tribu de R engendrée par les intervalles
de la forme |—o00, x|, x € R, i.e. la plus petite tribu (pour Uinclusion) contenant ces intervalles. Les éléments
de cette tribu sont appelés boréliens.

Exemple 1.5 Les intervalles de R en sont des boréliens, ainsi que les unions finies ou dénombrables d’in-
tervalles.

Dans la suite de cette section, on se donne une variable aléatoire réelle X.

PROPOSITION 1.6 Pour tout borélien B € B(R), l'ensemble [X € B] = {w € Q : X(w) € B} est un
événement : [X € B] € A.

DEFINITION 1.7 On appelle loi de la variable aléatoire X la fonction

b . BR) — [0.1]
X B+ P(X€B)

ProposITION 1.8 Si la variable X est discréte, alors sa loi est caractérisée par la fonction

x € X(Q) — P(X = x).

DEFINITION 1.9 On appelle tribu associée a la variable aléatoire X, et I'on note Ay, la tribu sur () engendrée
par les ensembles [X < x|, x € R.

Remarque 1.10 La tribu Ax est moins fine que A : on a l'inclusion Ay C .A. Elle est composée des événe-
ments qui « peuvent étre définis a partir de X ». Plus précisément, elle est constituée des événements de
la forme [X € B], B € B(R).
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1.2 Fonction de répartition

Dans toute cette section, X désigne une variable aléatoire réelle.

DEFINITION 1.11 On appelle fonction de répartition de la variable aléatoire X, et 'on note Fx, la fonction
Fx : R — [0, 1] définie par :
Vx e R, Fx(x)=PX<x).

ProPOSITION 1.12 La fonction de répartition Fx de X vérifie les propriétés suivantes :
(i) la fonction Fx est croissante;
(ii) la fonction Fx est continue a droite en tout point de R :

Vx € R, y_rng(y) = Fx(x);

y>x
(iii) la fonction Fx présente les limites suivantes :
xgr_noo Fx(x) =0 et xEToo Fx(x) = 1.
ProprosITION 1.13 (i) Pourtousa< b e R,ona:
P(X € |—o0, b]) = Fx(b) P(X € |—o0, b]) = limeX(x)
x—
x<b
P(X € [a, +00[) =1 — lim Fx(x) P(X € Ja, +o0[) = 1 — Fx(a)
x<a
P(X€]ab) =Fe(b) ~Fel)) (X [a b)) = Fx(b)  Im Pyl
x<a
P(X € [a, b]) = lim Fx(x) — lim Fx(x) P(X € ]a, b[) = lim Fx(x) — Fx(a).
< <a b

(ii) Pourx € R,ona:
P(X = x) = Fx(x) — lim Fx(y).
y<x

La fonction Fx est continue en x si, et seulement si, P(X = x) = 0.

Remarque 1.14 11 découle de la proposition précédente que la fonction de répartition de X caractérise la loi
de X.

Réciproquement, on admettra que toute fonction F : R — [0, 1] vérifiant les propriétés de la proposition
est la fonction de répartition d’une variable aléatoire.

PROPOSITION 1.15 Si X est une variable aléatoire discréte alors, en notant (x;);c; une énumeération de X(2),
la fonction de répartition de X est une fonction en escalier donnée par :

VxeR, Fx(x)=> PX=ux).

iel:
xXi<x

Exemple 1.16 Fonction de répartition d’une variable aléatoire discrete suivant une loi de Bernoulli.

Exemple 1.17 Fonction de répartition d’une variable aléatoire discréete sur [[1, n] suivant une loi unifornze.

1.3 Vecteurs aléatoires
DEFINITION 1.18 On appelle vecteur aléatoire sur (2, A) toute application de la forme

Q— R"
wr— (Xi(w), ..., Xa(w))

ouX;,...,X, sont des variables aléatoires réelles.
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On ne définira pas ici la loi d’'un vecteur aléatoire V = (X, ...,X,), on admettra simplement qu’elle est
caractérisée par la fonction de répartition
R* — R
Foa ) (x,. . x) s P (mx,. < x,.]) — PO < Xty X < %)
i=1
Lorsque les variables X, ..., X, sont discrétes, la loi du vecteur V = (X, ..., X,) est également caracté-
risée par 'application

(%1, %) €X(Q) X -+ X Xp(Q) — P(X; = xp,. .., X = x)-

PROPOSITION 1.19 Soient (X, ..., X,) et (Yy,...,Y,) deux vecteurs aléatoires de méme loi.
Pour toute fonction continue g : R" — R, les applications g(Xi,...,X,) et g(Yi,...,Y,) sont des variables
aléatoires réelles de méme loi.

1.4 Variables aléatoires indépendantes

DEFINITION 1.20 Soient X etY deux variables aléatoires réelles.
On dit que les variables aléatoires X et Y sont indépendantes si, pour tous x, y € R, les événements [X < x|
et [Y < y| sont indépendants :

PX<x,Y<y) =PX<x)P(Y<y).

Remarque 1.21 Dans le cas de variables aléatoires discretes, la définition précédente équivaut a celle don-
née dans le chapitre précédent.

DEFINITION 1.22 Soit (Xy, ..., X,) un n-uplet de variables aléatoires.
On dit que les variables aléatoires Xy, . . . , X, sont mutuellement indépendantes si, pour tous xy, . .., x, € R,

IP(XI gxl,...,Xngxn) :]P(Xl <XI> XKoo XIP(Xnﬁxn)

Remarques 1.23 o Si Xj,...,X, sont mutuellement indépendantes, alors toute sous-famille de
(Xi,...,X,) est formée de variables aléatoires mutuellement indépendantes. Ainsi les variables aléa-
toires Xy, . . ., X, sont mutuellement indépendantes si, et seulement si, pour toute famille x;, ..., x, € R,
les événements [X; < x|, ..., [X, < x,] sont mutuellement indépendants.

e Enparticulier, siles variables X;, . . ., X,, sont mutuellement indépendantes, alors elles sont deux-a-deux
indépendantes (i.e. pour tous i # j, X; et X; sont indépendantes), mais la réciproque est fausse.

e La condition d’indépendance mutuelle s’écrit :

Vo, ..., €R, Frxyoxo (21, -, %) = [] Fx, ().
i=1

PROPOSITION 1.24 Pour des variables aléatoires Xy, . .., X,, les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) les variables Xy, ..., X, sont mutuellement indépendantes ;
(ii) pour tous intervalles],,...,], de R,

IP(ié[Xi € JJ) = i:f[lIPO(i €J);

(iii) les tribus Ax,, ..., Ax, sont mutuellement indépendantes i.e. pour tous A, € Ay,,...,A, € Ax,les
événements Ay, . .., A, sont mutuellement indépendants.

PROPOSITION 1.25 (LEMME DES COALITIONS) Soient Xy, ..., X, des variables aléatoires réelles,et' p un entier
telquel < p<n—1

SiXy,..., X, sont mutuellement indépendantes, alors les tribus A(xl,...,xp) et A(Xp+1,...,Xn) sont indépendantes.
Dans ces conditions, étant données deux fonctions continues f : R — R et g : R"S”"— R, les variables
aléatoires f(Xy, ..., X,) et g(Xpt1, ..., X,) sont indépendantes.
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DEFINITION 1.26 Soit (X,,) e+ une suite de variables aléatoires.
On dit que les variables aléatoires X,,, n € IN*, sont mutuellement indépendantes si, pour tout n € IN*, les
variables aléatoires Xy, . . . , X, sont mutuellement indépendantes.

2. Variables aléatoires a densité I

Dans tout ce paragraphe, on se donne une variable aléatoire X, dont on note Fx la fonction de répartition.

2.1 Définition

DEFINITION 2.1 (i) On dit queX est une variable aléatoire a densité si sa fonction de répartition Fx vérifie
les deux conditions :
> Fx est continue sur R ;
= Fx et de classe € sur R sauf éventuellement en un nombre fini de points.

(ii) Dans ces conditions, on appelle densité de X toute fonction f : R — R wvérifiant les deux conditions
suivantes :
> f est positive ou nulle sur R ;
= f = F surR, sauf peut-étre en un nombre fini de points.

PROPOSITION 2.2 On suppose que X est une variable a densité.

(i) X admet une densité fx.
(ii) Pour toutx € R, ona P(X = x) = 0.

Remarques 2.3 o Pour une variable X a densité, on a donc existence mais pas unicité de la densité. Néan-
moins, on note souvent fx une densité de X. Les autres densités de X sont alors les fonctions positives
ne différant de fx qu’en un nombre fini de points.

e Lacondition de positivité sur f est automatiquement satisfaite en tout point x € R enlequel f(x) = Fy(x),
donc sur R sauf éventuellement en un nombre fini de points, puisque Fx est croissante.

THEOREME 2.4 On suppose la variable X a densité et on note fx 'une de ses densités.
Pour tout x € R en lequel fx(x) = Fix(x) #0,0na:

P(x <X <x+h) ~ fx(x)-h, h — 0.

Remarque 2.5 Pour x € R et h assez petit, fx(x) - h représente donc a peu preés la probabilité que X soit
proche de x a la précision h. Ainsi, plus la densité au point x est élevée, plus la probabilité d’obtenir une
valeur proche de x est forte.

Exemples 2.6 Le chapitre suivant sera consacré aux lois a densité classiques. D’ores et déja, voici deux
exemples incontournables a connaitre !

e On dit que X suit la loi uniforme sur [0, 1] si sa fonction de répartition est donnée par

0 six<O0
VxeR, Fx(x)=q¢x sio<x<1
1 six>1

Une telle variable aléatoire admet alors (entre autres) pour densité la fonction fx définie par :

VxeR, fi(x) _{

1 si0<x<1
0 sinon

Plus généralement, définir la loi uniforme sur un segment [a, b], a < b réels:
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e On dit que X suit la loi exponentielle de paramétre A > 0 si elle admet pour densité la fonction fx
définie par :

Vx € R fX(x):{ 0 six <0

’ )\ef)\x

Déterminer sa fonction de répartition.

six>0

THEOREME 2.7 On suppose la variable X a densité et on note fx 'une de ses densités.
(i) Pour tout x € R, on a convergence de ’intégrale ci-dessous et :

P(X < x) = /x fx(t) d.

(ii) Plus généralement, pour tous a, b € R, on a convergence de ’intégrale ci-dessous et :

]P(a<X<b):IP(a<X<b):IP(a<X<b):]P(agxgb):/bfx(t)dt.

Remarque 2.8 Du théoréme précédent et du théoréme fondamental du calcul différentiel et intégral, on
déduit qu’en tout point x, de continuité de f, la fonction Fx est dérivable, de dérivée Fy (x)) = fx(x0).

COROLLAIRE 2.9 Si fx est la densité d’une variable aléatoire X, alors on a convergence de 'intégrale ci-dessous

et:
“+00

fx(t)dt = 1.

Remarque 2.10 On admettra réciproquement que si f : R — R est une fonction continue sur R sauf
éventuellement en un nombre fini de points, positive et telle que fj;o f(t)dt = 1 (avec convergence de
I'intégrale), alors c’est la densité d’une variable aléatoire.

Exemples 2.11 o Déterminer « la » densité d’une variable aléatoire X de fonction de répartition Fx donnée
par

0 six<O0
VxeR, Fx(x)=qyx sio<x<1
1 six>1

et observer qu’elle n’est pas bornée.
e Une variable aléatoire discrete n’est pas a densité.
o Il existe des variables aléatoires réelles qui ne sont ni discreétes, ni a densité ; par exemple, une variable
X de fonction de répartition Fx donnée par
0 six<-—1
VxeR, Fx(x)=<**2 si-1<x<1

4
1 six>1

PROPOSITION 2.12 On suppose la variable X a densité et on note fy I'une de ses densités. Soit I un intervalle
de R.

La variable X prend presque siirement ses valeurs dans1 si, et seulement si, la densité fx est nulle en dehorside
I, sauf peut-étre en un nombre fini de points.

2.2 Premier théoréeme de transfert

On suppose dans cette section que la variable aléatoire X est a densité et on note fx uné'densité de X.

Exemple 2.13 Pour a € R* et b € R, montrer que Y = aX + b est également une variable a densité et en
déterminer une densité en fonction de f.
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Exemple 2.14 Montrer que T = e* est également une variable a densité et en déterminer une densité en
fonction de f.

Plus généralement, on dispose du théoréme suivant, mais en pratique on raisonnera toujours sur le cas
particulier proposé comme dans les exemples précédents.

THEOREME 2.15 Soit ¢ : R — R une fonction de classe €' telle que ©'(x) > 0 pour tout x € R, sauf
peut-étre pour un nombre fini de valeurs de x.

(i) La fonction ¢ induit une bijection de R sur son imagel = p(R).

(ii) La variable aléatoire Y = ¢(X) est a densité. La fonction fy, nulle en dehors de et définie surl (lorsque
la formule a un sens) par
Vyel f(y) =file ') ) (),

est une densité de Y.

Remarques 2.16 o Soient y € Iet x = ¢~ !(y). La fonction ¢! n’est pas dérivable en y lorsque ¢’'(x) = 0,
mais ces points sont en nombre fini par hypothése. La formule proposée fait donc sens pour tout y € I,
sauf peut-étre pour un nombre fini de valeurs de y, ce qui n’est pas problématique dans la définition
d’une densité.

o Le théoréme est encore valable lorsque ¢ n’est définie que sur un intervalle ouvert contenant X(2).

Exemple 2.17 Montrer que Z = X? est une variable a densité ; en déterminer une densité en fonction de fx.

3. Moments d’une variable aléatoire a densité I

Dans tout le paragraphe, X est une variable aléatoire a densité dont on note fx une densité.

3.1 Moments

DEFINITION 3.1 On appelle moment d’ordre n € IN*, et I'on note M,,(X), le réel

M) = [ e a

o0

si cette intégrale est convergente.

Remarques 3.2 o La définition est correcte dans le sens ou elle ne dépend pas du choix de la densité f.

e Comme la fonction intégrée garde un signe constant au voisinage de chaque borne de généralisation,

la convergence de I'intégrale [ _Jr;o t"fx(t) dt équivaut a sa convergence absolue.

e La fonction fx est continue sur R, sauf éventuellement en un nombre fini de points. Par comparaison a
I'intégrale convergente [ _Jr;o fx(t) dt, on montre que les seules bornes de généralisation de [ _Jr:oo t"fx () dt
ou la convergence n’est pas automatique sont £oo.

e La définition est a mettre en paralléle de celle du moment d’ordre n d’une variable aléatoire discrete X :

M,X)= > x"P(X=x).

xeX(Q)

3.2 Espérance

DEFINITION 3.3 On appelle espérance de X, et I'on note I5(X), son moment d’ordre 1 lorsqulil éxiste :
+oo
E0O = M(X) = [ (e

i.e. lorsque 'intégrale précédente converge.
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Exemples 3.4 Etudier 'existence d’une espérance pour X et le cas échéant la calculer dans les cas suivants :
(i) X suit la loi uniforme sur [0, 1].
(if) X suit une loi exponentielle de parametre A > 0.
(iii) X suit la loi de Cauchy, i.e. a pour densité
1 1

x€e€R+— — .
fix T1+ x2

PROPOSITION 3.5 SiX est presque siirement bornée (i.e. s’il existe un intervalle borné1 tel que P(X € I) = 1),
alors X admet une espérance.

Remarque 3.6 Attention a ne pas confondre les énoncés « X est bornée » et « fx est bornée » : il n’existe
aucun lien logique entre eux !

Exemple 3.7 Si X admet une densité fx paire, alors elle admet une espérance si, et seulement si, I'intégrale

fOJrOO tfx(t) dt converge, et dans ces conditions [E(X) = 0.

PROPOSITION 3.8 (POSITIVITE DE L’ESPERANCE) On suppose que X admet une espérance.
SiX > 0 presque sirement (i.e. P(X > 0) = 1), alors E(X) > 0.

THEOREME 3.9 (SECOND THEOREME DE TRANSFERT) On suppose que X prend ses valeurs dans un intervalle
d’extrémités a < b € R. Soit ¢ : 1 — R une fonction continue sur I, sauf éventuellement en un nombre fini
de points.

La fonction Y = ¢(X) est une variable aléatoire. Elle admet une espérance si, et seulement si, l'intégrale
ci-dessous converge absolument, avec :

E(Y) = E((X) = [ wl0f(dr

Remarque 3.10 Conformément au programme, la preuve de ce résultat ne sera donnée que dans le cas ou
¢ est de classe € avec ¢'(x) > 0 pour tout x € L

L’énoncé général (qui figure au programme) dépasse largement le cadre de ce cours; en effet, la variable
aléatoire ¢(X) ne reléve pas toujours d’un des deux cas (variables & densité ou discréte) pour lesquels
I'espérance a été introduite rigoureusement. On notera en particulier ’hypothése de convergence absolue
qui est essentielle.

Exemple 3.11 Soit X une variable aléatoire sur R suivant la loi exponentielle de parameétre 1. Montrer que
Y = e* n’admet pas d’espérance, puis que Z = X* admet aussi une espérance égale a I£(Z) = I['(3) = 2.

COROLLAIRE 3.12 Si X admet une espérance alors, pour tous a, b € R, aX + b admet une espérance et
E(aX + b) = aE(X) + b.

3.3 Variance

ProposITION 3.13 Si X admet un moment d’ordre 2, alors elle admet une espérance.

LEMME 3.14 La variable aléatoire X admet un moment d’ordre 2 si, et seulement si, X* admet une espérance
et, dans ce cas, M, (X) = E(X?).

DEFINITION 3.15 On dit que X admet une variance si X admet une espérance et (X — IE(X))2 admet une
espérance. On appelle alors variance (ou moment centré d’ordre 2) de X, et l'on note V (X)§ le réel

V(X) = B[(X - EX))’] = /foo(t CEX)) A1) d.

o0
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DEFINITION 3.16 Si X admet une variance, on appelle écart-type de X le réel 0(X) = /V (X).

THEOREME 3.17 (FORMULE DE KOENIG-HUYGENS) La variable aléatoire X admet une variance si, et seulement
si, elle admet un moment d’ordre 2. Dans ces conditions,

V(X) = My(X) — B(X)? = E(X?) — E(X)2.

THEOREME 3.18 Si X admet une variance alors, pour tout a, b € R, aX + b admet aussi une variance et :

V(aX + b) = a® V(X).

Exemples 3.19 Etudier I'existence d’une variance pour X et le cas échéant la calculer dans les cas suivants :
(i) X suit la loi uniforme sur [0, 1].
(if) X suit une loi exponentielle de parametre A > 0.
(iii) X admet pour densité
0 six <1
x e R+—

fx {2 /x* six > 1
DEFINITION 3.20 (i) On dit que X est centrée si X admet une espérance et I5(X) = 0.
(ii)) On dit que X est centrée réduite si X admet un moment d’ordre 2, 5(X) = 0 et 0(X) = 1.

. 5 * X - ]E(X> , - .
ProrosIiTION 3.21 SiX admet un moment d’ordre 2, alors X* = T est centrée réduite.
o

Remarque 3.22 La variable aléatoire X* de la proposition précédente est parfois appelée variable centrée
réduite associée a X.

4. Fonctions de variables aléatoires réelles I

4.1 Densité d’une somme de deux variables aléatoires indépendantes a densité

DEFINITION 4.1 Soient f, g : R — R deux fonctions continues sur R, sauf peut-étre en un nombre fini de
points.
On appelle produit de convolution (ou convolée) de f et g, et I'on note f * g, la fonction définie par

+o0

frglx) = f(H)glx—1t)de

en tout point x € R pour lequel I’intégrale impropre du membre de droite est convergente.

Remarque 4.2 Si I'intégrale précédente converge en un point x € R, alors le changement de variable
u = x — t montre que f * g(x) = g * f(x).

On admet le résultat suivant.

THEOREME 4.3 Soient X et Y deux variables aléatoires réelles indépendantes, a densités respectives fx et fy.
Si le produit de convolution fx x fy est défini et continu sur R saut éventuellement en un nombre fini de poinis,
alors la variable aléatoire X 4 Y est a densité donnée par :

“+o0o

VxeR,  fur(x) = fir filx) = S(O)f(x — 1) de.

Remarques 4.4 o Ce résultat est a mettre en paralléle de celui donnant la loi de la somme“de deux variables
aléatoires discrétes indépendantes X et Y :

VxeR, PX+Y=x)= > PX=1t)P(Y=x—-IN
teX ()
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e On admettra que les hypotheéses du théoréme sont en particulier satisfaites lorsque I'une des fonctions
fx et fy est bornée.

Exemples 4.5 Soient X et Y deux variables aléatoires réelles indépendantes, a densité.
Déterminer la loi de X 4 Y lorsque X et Y suivent toutes les deux la loi exponentielle de parameétre 1 puis
lorsqu’elles suivent toutes deux la loi uniforme sur [0, 1].

4.2 Propriétés générales de l'espérance

Jusqu’ici, on a travaillé sur les variables aléatoires réelles discrétes ou a densité. En combinant deux va-
riables aléatoires de type différent ou en appliquant le second théoréme de transfert, on peut obtenir de
nouvelles variables aléatoires ne relevant pas d’un des types discret ou a densité. On admettra les deux
théorémes suivants, de démonstration hors-programme (il faudrait avant tout étendre proprement la no-
tion d’espérance, ce qui dépasse le cadre de ce cours), qui permet de manipuler leur espérance.

THEOREME 4.6 (EXISTENCE D'UNE ESPERANCE PAR DOMINATION) Soient X et Y deux variables aléatoires
réelles quelconques telles que |X| < Y.
SiY admet une espérance, alors X admet une espérance et l'on a : |E(X)| < E(Y).

THEOREME 4.7 Soient X et Y deux variables aléatoires réelles quelconques admettant chacune une espérance.
La variable aléatoire X 4+ Y admet elle aussi une espérance, donnée par :

E(X+Y) = E(X) + E(Y).

Remarque 4.8 Le résultat précédent s’étend a une suite finie (X, . .., X,) de variables aléatoires admettant
chacune une espérance.

PROPOSITION 4.9 (CROISSANCE DE L’ESPERANCE) Soient X et Y deux variables aléatoires réelles quelconques
admettant chacune une espérance.
SiX < Y presque sirement, alors E(X) < E(Y).

4.3 Cas de variables indépendantes

On admet également les théorémes suivants, de la méme veine que le précédent.

THEOREME 4.10 Soient X etY deux variables aléatoires réelles quelconques admettant chacune une espérance.
SiX etY sont indépendantes, alors le produit XY admet une espérance donnée par E(XY) = E(X) E(Y).

THEOREME 4.11 Soient X et Y deux variables aléatoires réelles quelconques admettant chacune une variance.
SiX etY sont indépendantes, alors la somme X +Y admet une variance donnée par V(X+Y) = V(X)+V(Y).

Remarque 4.12 Les résultats précédents s’étendent a une suite finie (X, ...,X,) de variables aléatoires
mutuellement indépendantes admettant chacune une espérance (resp. une variance).

Remarque 4.13 On pourrait définir pour les variables aléatoires réelles a densité, de la méme facon que
pour les variables aléatoires réelles discretes, la notion de covariance. Cette notion et les résultats qui
gravitent autour sont hors-programme mais sont parfois introduits dans certains problémes de concours.
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