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Dans tout le chapitre, K désigne le corps R des réels ou celui C des complexes.

1. Espaces vectoriels I

1.1 Notion d’espace vectoriel

DEFINITION 1.1 On appelle IK-espace vectoriel tout triplet (E,+,-) formé d’un ensemble E, d’une loi de
composition interne + sur E et d’une loi externe - : IK X E — E a domaine d’opérateurs K tel que :
e (E,+) est un groupe abélien :
> la loi + est associative : pour tous x,y,z €E, (x +y)+z=x+ (y+ 2);
> la loi + est commutative : pour tousx,y € E,x+y=y+ x;
> il existe un (unique) élément de E, noté 0 (éventuellement Og) et appelé élément nul (ou vecteur nul)
de E tel que, pour tout x € E, x +0 = x;
= pourtoutx € E, il existe un (unique) élément deE, noté —x et appelé opposé de x, tel que x+(—x) = 0;
o pourtous \ € Ketx,y € E,AN(x+y) = Ax+ \y;
o pourtous A\, ju € Ketx € E, (A + p)x = Ax + px;
o pourtous \, i € K et x € E, \(ux) = (Au)x;
e pourtoutx € E, Ixx = x.

Remarques 1.2 o Souvent, on utilise seulement la lettre E pour désigner un espace vectoriel (E, +, -) et on
omet la mention de - dans les calculs, comme cela a été fait dans la définition précédente : on note Ax
plutot que A - x pour A € K et x € E.

e Les éléments de E sont appelés vecteurs, ceux de K sont appelés scalaires.

Exemple 1.3 L’ensemble K" est muni d’une structure de IK-espace vectoriel pour les lois
()i ()iey) ¥— (a+ )iy et (X ()i,) — ()i,
Plus généralement, si E;, . .., E, sont des K-espaces vectoriels, alors les formules précédentes munissent

le produit cartésien E = E; X --- x E, d’une structure de K-espace vectoriel appelée espace vectoriel
produitdesE;,; 1 < i< n.

Exemple 1.4 Soient X un ensemble non vide et E un K-espace vectoriel.

On munit I’ensemble des applications de X dans E, noté E* ou .# (X, E), d’une addition et d’un produit
externe :

e la somme f + g de deux éléments f, g de EX est définie par f + g : x € X — f(x) + g(x) € E;

e le produit \f d’'un élément f de E* par un scalaire \ € K est défini par \f : x € X — \f(x) € E.
Muni de ces lois, EX est un KK-espace vectoriel.

En particulier, 'ensemble KN des suites a valeurs dans K et celui K" des fonctions définies sur un intervalle
I de R et a valeurs dans K sont naturellement des IK-espaces vectoriels.

Exemple 1.5 L’ensemble K[X] des polynomes a une indéterminée a coefficients dans K est un K-espace
vectoriel pour les lois usuelles.

ProrosITION 1.6 Soient E un IK-espace vectoriel, A € K et x € E.
Ona:
AXx=0 <= (/\:Ooux:0).

1.2 Sous-espaces vectoriels

Dans toute la section, E désigne un K-espace vectoriel.

DEFINITION 1.7 On appelle sous-espace vectoriel de E toute partie F de E telle qué s
e F est stable par I’addition deE : pour tousx,y € F,x + y € F;
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e F est stable par le produit externe : pour tous A\ € K et x € F, \x € F;
e F est muni d’une structure de IK-espace vectoriel pour les lois induites par celles de E.

THEOREME 1.8 Soit F une partie de E.

L’ensemble F est un sous-espace vectoriel de E si, et seulement si, les conditions suivantes sont réalisées :
o T est non vide;

e F est stable par combinaisons linéaires : pour tous \ € Ketx,y € F, \x+ y € F.

Remarque 1.9 On peut remplacer, dans la caractérisation précédente, la condition F # () par 0 € F. Ainsi,
étant donné un sous-espace vectoriel F de E, son complémentaire E\ F n’est jamais un sous-espace vectoriel
de E!

Exemples 1.10 o L’ensemble des suites bornées a termes dans IK, I’ensemble des suites convergentes a
termes dans IK sont deux sous-espaces vectoriels de K.

e L’ensemble € (I, K) des fonctions continues sur un intervalle I donné de R et a valeurs dans K est un
sous-espace vectoriel de K.

Exemple 1.11 Pour n € IN donné, I'ensemble IK,[X] des polynomes de degré inférieur ou égal a n est un
sous-espace vectoriel de I{[X]. L’ensemble des polyndmes de degré égal & nn’en est pas un!

LEMME 1.12 Soit (F;);c1 une famille de sous-espaces vectoriels de E.
Leur intersection F = ("), F; est un sous-espace vectoriel de E.

PROPOSITION-DEFINITION 1.13 Soit A une partie de E.
Parmi les sous-espaces vectoriels de E contenant A, il en est un, et un seul, qui est inclus dans tous les autres;
on l'appelle le sous-espace vectoriel de E engendré par A et on le note Vect A.

PROPOSITION-DEFINITION 1.14 Soit A une partie de E.
Le sous-espace vectoriel de E engendré par A est I’ensemble des combinaisons linéaires d’éléments de A :

Vect A = {x €cE:Jr>20,3(\), €K', 3(a)_, € A", x= Z)\ia,}.

i=1

Exemple 1.15 Le sous-espace vectoriel engendré par un vecteur x # 0 est I'ensemble des vecteurs de la
forme Ax, A € KK, appelé droite vectorielle dirigée par x et noté Vect(x) = Kx.

Remarque 1.16 Attention, la réunion de plusieurs sous-espaces vectoriels n’est pas un sous-espace vecto-
riel en général (méme dans le cas de deux sous-espaces). C’est pourquoi on s’intéresse a la notion suivante.

PROPOSITION-DEFINITION 1.17 Soient Fy, ..., F, des sous-espaces vectoriels de E.

On appelle somme des sous-espaces vectoriel Fy, ... F,, et 'on note ) ; | F; = F, + -+ F,, le sous-espace
vectoriel de E engendré parF, U --- UF,.

Ils’agit du plus petit sous-espace vectoriel de E (pour 'inclusion) contenant les sous-espaces vectorielsF, ... F,.

Il est composé des vecteurs de la forme x = x; + - -+ + x,, ot x; € F; pour tout i € [1, n.

Exemple 1.18 Pour xi,...,x, € E,ona Vect{x;, ..., x,} = Kx; + - -+ + Kx,.

1.3 Familles libres, familles génératrices et bases

Soient E un K-espace vectoriel et I un ensemble non vide.

DEFINITION 1.19 o On appelle famille d’éléments deE indexée par I’ensemblel toute applieation x : I — E.
Pour i € 1, on note x; plutot que x(i) et on désigne la famille x par (x;);cr.
o L’image d’une famille (x;);c; d’éléments de E est notée {x;}ic1 ; ¢’est une partie de E.

e Une famille (x;);c; est dite finie lorsque 'ensemble 1 est fini.
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DEFINITION 1.20 Soient (x;);c1 une famille de E et ] une partie de L.
On dit que (x;)ej est une sous-famille de (x;)c1 et que (x;)ic1 est une sur-famille de (x;)c;.

Dans toute la suite de la section, on suppose que I'ensemble I est fini et on se donne une famille x = (x;) ;1
d’éléments de E (notée plutdt (x;), = (x1,...,x,) sil = [1, n]).
On étudie a présent les combinaisons linéaires formées a partir de cette famille. Pour ce faire, on introduit
I'application
]; : IKI — E, ()\i)iEI — Z )\l-x,-.

i€l
DEFINITION 1.21 On dit que la famille x est :
e libre si 'application f, est injective;
e génératrice si Uapplication f, est surjective;
e une base de E si l’application f; est bijective.

PROPOSITION 1.22 La famille x est :
(i) libre si, et seulement si,
V()\i)iel € ]KI7 (Z /\,-xi =0 — (VI S I, Ai = O)) 3
i€l
(ii) génératrice si, et seulement si, tout élément de E est combinaison linéaire de x i.e. si, et seulement si, le
sous-espace vectoriel engendré par {x;}c; est égal A E ;

(iii) une base si, et seulement si, tout élément y € E s’écrit de facon unique sous la forme y = . \;x; avec
(A)ier € K. On dit alors que les \;, i € 1, sont les coordonnées du vecteur y dans la base x.

Exemples 1.23 o N’importe quel vecteur non nul d’une droite vectorielle en forme une base.
e Les vecteurs (1,0,...,0),(0,1,0,...,0),...,(0,...,0,1) forment une base de I" dite canonique.

e La famille (1,X,X?,...,X") est une base de IK,[X], appelée base canonique de cet espace.
DEFINITION 1.24 On dit que la famille x est liée si elle n’est pas libre.

ProrosiTION 1.25 Toute sous-famille d’une famille libre est libre. Toute sur-famille d'une famille liée est liée.
Toute sur-famille d’une famille génératrice est génératrice.

Remarques 1.26 o Lorsque I'ensemble I est infini, on dit qu’une famille (x;)c est libre si toutes ses sous-
familles finies sont libres.
Une famille (x;);c; est donc liée si, et seulement si, il en existe une sous-famille finie qui est liée.

e Les vecteurs composant une partie A de E sont dits linéairement indépendants (resp. linéairement
dépendants) si la famille (a),cp est libre (resp. liée).

THEOREME 1.27 Soit (x;);c; une famille de vecteurs de E.
La famille (x;)c1 est liée si, et seulement si, il existe iy € 1 tel que x;, soit combinaison linéaire de la famille

(xi)iel\{io}-

Remarque 1.28 Attention : I’énoncé précédent exprime que I'un des vecteurs d’une famille liée est combi-
naison linéaire des autres, mais il n’en va pas de méme de tous les vecteurs de la famille en général.
Ainsi, étant donnés deux vecteurs x, y de E, les énoncés

(i) la famille (x, y) est liée;

(i) il existe A € K tel que y = Ax (autrement dit, y est colinéaire a x)

ne sont pas équivalents ! On a bien sir (ii) implique (i), mais la réciproque est fausse. Il suffit de considérer
le contre-exemple donné par x = 0 et un vecteur y # 0.

Le théoréme précédent exprime seulement I’équivalence de (i) avec

(ii") x est colinéaire a y ou y est colinéaire a x.
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Il est toutefois un cas dans lequel on est assuré qu’un vecteur donné d’une famille liée est combinaison
linéaire des autres; c’est 'objet du théoréme suivant.

THEOREME 1.29 Soient (x;);c1 une famille liée de vecteurs deE et iy € 1.
Si la famille (x;)icr\ 11} est libre, alors x;, est combinaison linéaire de la famille (x;)cn {i}-

CoROLLAIRE 1.30 Toute famille de polynémes non nuls et de degrés deux-a-deux distincts est libre.

1.4 Dimension d’un espace vectoriel de dimension finie

DEFINITION 1.31 On dit qu’un K-espace vectoriel est de dimension finie s’il admet une famille génératrice
finie; dans le cas contraire, on dit qu’il est de dimension infinie.

THEOREME 1.32 (DE LA BASE INCOMPLETE) Soient E un IK-espace vectoriel de dimension finie.
Toute famille libre de E peut étre complétée en une base de E. Les vecteurs a ajouter peuvent étre choisis dans
une famille génératrice donnée a l’avance.

CoROLLAIRE 1.33 Tout espace vectoriel de dimension finie admet une base.

THEOREME 1.34 Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie.
Toutes les bases de E sont finies et ont méme cardinal.

DErINITION 1.35 Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie.
On appelle dimension de E, et on note dimE, la valeur commune des cardinaux des bases de E.

Exemples 1.36 Au vu des exemples

e Les droites vectorielles sont les espaces vectoriels de dimension 1.
e L’espace vectoriel IK" est de dimension n.

o L’espace vectoriel I,[X] est de dimension n + 1.

ProrosITION 1.37 Soit E un IK-espace vectoriel de dimension finie n.

(i) Toute famille libre de E est finie et a un cardinal inférieur ou égal a n avec égalité si, et seulement si, c’est
une base de E.

(ii) Toute famille génératrice finie de E a un cardinal supérieur ou égal a n avec égalité si, et seulement si,
c’est une base deE.

ProrosiTION 1.38 Soient E; et E, des IK-espaces vectoriels de dimension finie.
L’espace produit E = E; X E, est de dimension finie : dimE; x E; = dimE; + dimE,.

ProrosITION 1.39 Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et F un sous-espace vectoriel de E.
(i) L’espace vectoriel F est de dimension finie;
(ii) On a dimF < dim E avec égalité si, et seulement si, F = E.

THEOREME 1.40 (FORMULE DE GRASSMAN) Soient E un IK-espace vectoriel et F, G deux sous-espaces vectoriels
de dimension finie de E.
Le sous-espace F 4+ G est un sous-espace vectoriel de dimension finie de E, et

dim(F + G) = dimF + dim G — dim(F N G).

1.5 Rang d’une famille de vecteurs

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie.

DEFINITION 1.41 Soit (xi, ..., Xx,) une famille d’éléments de E.
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On appelle rang de (xy, . . ., x,), et on noterg(xi, . . ., x,), la dimension du sous-espace vectoriel engendré par
Uensemble {x;, ..., x,}.
PROPOSITION 1.42 Soit x = (x4, ..., X,) une famille d’éléments de E.

Le rang de la famille x est le plus grand entier parmi les cardinaux des sous-familles libres de x.

COROLLAIRE 1.43 Un n-uplet (xy, ..., x,) de vecteurs de E est libre si, et seulement si, son rang est égal d n.

2. Calcul matriciel I

Ce paragraphe est essentiellement technique. Les énoncés et méthodes doivent étre maitrisées. Seuls
quelques points importants sont rappelés, pour le reste on renvoie au cours de premiére année et aux
TD.

Soient n, p, ¢ > 1 trois entiers. On note M,, ,(IK) I'ensemble des matrices a n lignes et p colonnes a coeffi-
cients dans K.

2.1 Opérations matricielles

L’addition de deux matrices de M, ,(IK) et la multiplication par un scalaire sont définies coefficient par
coefficient. Ces opérations font de M, ,(IK) un IK-espace vectoriel.

Les matrices E;j, 1 < i < n, 1 < j < p, dont tous les coefficients sont nuls sauf le (i, j)-iéme qui vaut 1,
forment une base de M, ,(IK), dite canonique. L’espace vectoriel M,, ,(IK) est donc de dimension np.

Le produit de deux matrices A et B n’est défini que dans le cas ou B a autant de lignes que A a de colonnes.
Pour A € M, ,(K) et B € M,, ,(KK), on définit C = AB = (¢;;) € M, 4(IK) par son coefficient générique :

P
v<17]) S IIlv n]] X IIla Q]] ’ Cij = Z ai,kbka]"
k=1

DEFINITION 2.1 (PUISSANCES ET POLYNOMES DE MATRICES) Soit A € M, (IK) une matrice carrée.

(i) On définit les puissances de la matrice A par la condition initiale A’ = 1, et la relation de récurrence
AR = AA* = A*A pour tout k € IN.

(ii) PourP =", cuX* € K[X], on définit la matrice P(A) € M,(K) par la formule P(A) = Y, axA*.

ProposITION 2.2 Soit A € M,(IK) une matrice carrée.
Pour tous polynémes P, Q € IK[X] et tout scalaire A € K, on a :

(AP +Q)(A) = AP(A) +Q(A) et (PQ)(A) =P(A)Q(A).

COROLLAIRE 2.3 Soit A € M,(IK) une matrice carrée.
Deux polyndémes en A commutent : pour tous P, Q € IK[X], P(A)Q(A) = Q(A)P(A).

PROPOSITION 2.4 (FORMULE DU BINOME DE NEWTON) Soient A, B € M, (IK) deux matrices carrées.
Si AB = BA alors :

k
VkeN, (A+B)f=3 (’f)Aka—f.
j=0 \J

PRrOPOSITION 2.5 Soient A,B € M, (K) deux matrices carrées.

(i) Ona'(AB) = 'B'A;

(ii) Si A est inversible, alors ‘A est inversible et ('A) ™' = (A7) ;

(iii) Si A et B sont inversibles, alors AB est inversible et (AB)™! = B~'A™.
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2.2 Matrices par blocs

La représentation des matrices par blocs consiste a écrire les coefficients d’'une matrice en les regroupant
par blocs rectangulaires : étant données des matrices A;;, 1 < i < 5,1 < j < ¢, de tailles respectives
n; X p;, le tableau :

Ay o Agy

: ; (2.1)
As,l e As,t
représente la matrice a n; + - - - + n, lignes et p; + - - - + p; colonnes obtenue en remplacant dans (2.1)

chaque matrice A;;, 1 < i < s, 1 < j < ¢, par le tableau de ses coefficients.
Noter qu’une matrice peut admettre une représentation carrée par blocs sans étre elle-méme carrée.

On admet que pour des matrices A, A’, B,B’, C,C’, D, D’, on a la formule :
A B y A" B"\ [(AA'+BC' AB +BD
CD ¢’ D'/) \CA'+DC' CB +DD
dés que les nombres de colonnes de A et de B sont respectivement égaux aux nombres de lignes de A’ et C’

(bref, dés que la formule a un sens). Il convient de faire attention a ’ordre des produits intérieurs puisque
le produit matriciel n’est pas commutatif ! On aurait un énoncé similaire avec davantage de blocs.

2.3 Algorithme du pivot de Gauss

L’algorithme du pivot de Gauss est fondamental ; il est indispensable de savoir le mettre en ceuvre. Il
intervient dans les algorithmes
> de calcul du rang d’une matrice A € M, ,(IK) (on rappelle que le rang de A est le rang de la famille
de ses colonnes dans M, ; (K), i.e. la dimension du sous-espace de M, ; (IK) engendré par les colonnes
de A);
> de calcul de I'inverse d’une matrice A € GI,(K);
> de résolution d’un systéme linéaire.
On renvoie au cours de premiere année et aux TD pour la description de ces algorithmes et des exemples
d’application.

2.4 Trace d’une matrice carrée

DEFINITION 2.6 Soit A = (a;;)1<ij<n € Mn(IK) une matrice carrée.
On appelle trace de A, et on note tr A, le scalaire

trA = E a,-vi.
i=1
ProrosiTiION 2.7 Ona:
V(A,B) e M,(K)>, VAeR, tr(AMA+B)=AtrA+trB

et:
V(A,B) € M,(K)?>, tr(AB) = tr(BA).

3. Applications linéaires I

3.1 Généralités
DEFINITION 3.1 Soient E et F deux KK-espaces vectoriels.
On appelle application linéaire de E dansF toute application f : E — F telle que :

e pourtousx,y € E, f(x+y) = f(x)+ f(y);
o pourtous A € K, x € E, f(Ax) = \f(x).
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ProprosITION 3.2 Soient E et F deux IK-espaces vectoriels et f : E — F une application.
L’application f est linéaire si, et seulement si,

VAe K, V(x,y) €E, f(Ax+y)=M(x)+f(y).

DEFINITION 3.3 Soient E, F deux KK-espaces vectoriels.

e On appelle endomorphisme de E toute application linéaire de E dans lui-méme.

e On appelle isomorphisme de E surF toute application linéaire bijective de E sur F. On dit que les espaces
vectoriels E et F sont isomorphes s’il existe un isomorphisme de ['un sur I’autre.

e On appelle automorphisme de E tout isomorphisme de E sur lui-méme.

Exemples 3.4 o L’application f — fol f(t) dt est une application linéaire de ([0, 1], K) dans K.

o Etant donnés un K-espace vectoriel E et un scalaire A € K, 'application Aidg : E — E, x — Ax est
un endomorphisme de E appelé homothétie de E de rapport .

e L’application P — P’ est un endomorphisme de K[X].

e L’application P(X) — P(X + 1) est un automorphisme de K[X].

PrROPOSITION-DEFINITION 3.5 Soient E, F deux IK-espaces vectoriels et f : E — F une application linéaire.

(i) I'image réciproque par f d’un sous-espace vectoriel de F est un sous-espace vectoriel de E. C’est en parti-
culier le cas du noyauKer f = f71({0}) = {x € E: f(x) =0} def.

(ii) I’image par f d’un sous-espace vectoriel de E est un sous-espace vectoriel de F. C’est en particulier le cas
de 'imagelmf = f(E)={y€F:Ix € E,y=f(x)} def.

THEOREME 3.6 Soient E, F deux IK-espaces vectoriels et f : E — F une application linéaire.
(i) Onaf(0) = 0. De plus, f est injective si, et seulement si :

Vx € E, (f(x):o = x:0>.

Autrement dit, f est injective si, et seulement si, son noyau est réduit au vecteur nul : Ker f = {0} ;
(ii) f est surjective si, et seulement si, son image est égale aF :Im f = F.

Soient E un espace vectoriel, # un endomorphisme de E et F un sous-espace vectoriel. On peut toujours
considérer la restriction de u a F, définie par ulr : F — E, x — u(x), qui est une application linéaire de
F dans E.

PROPOSITION-DEFINITION 3.7 On dit que le sous-espace vectoriel F est stable par u si u(F) C F, i.e. si, pour
tout x € F, u(x) € F.

Dans ces conditions, on appelle endomorphisme induit par u surF, et I'on note ug, I’application définie par
up : F — F, x — u(x). C’est un endomorphisme deF.

3.2 Opérations sur les applications linéaires

THEOREME 3.8 Soient E et F deux IK-espaces vectoriels.
L’ensemble L(E, F) des applications linéaires de E dansF est un IK-espace vectoriel pour les lois + et - définies

dans I'exemple[1.4
On note L(E) = L(E, E) 'espace vectoriel des endomorphismes de E.

ProprosITION 3.9 Soient E, F, G trois K-espaces vectoriels et f : E — F, g : F — G deux applications
linéaires.
La composée go f : E — G est linéaire.
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DEFINITION 3.10 (ITERES ET POLYNOMES D’ENDOMORPHISMES) Soient E un espace vectoriel et u un endomor-

phisme deE.

k+1 k k

(i) On définit les itérés de u par la condition initiale u° = idg, et la relation de récurrence u*™' = uou* = u*ou

pour tout k € IN.
(ii) PourP =", auX* € K[X], on définit lendomorphisme P(u) par la formule P(u) = ", ayut.

PrRoOPOSITION 3.11 Soient E un espace vectoriel et u un endomorphisme de E.
Pour tout polynomes P, Q € K[X] et tout scalaire A € K, on a :

(AP +Q)(u) = XP(w) + Q(u) et (PQ)(u) = P(u) 0 Q(u).

COROLLAIRE 3.12 Soient E un espace vectoriel et u un endomorphisme de E.
Deux polyndémes en u commutent : pour tous P, Q € K[X], P(u) o Q(u) = Q(u) o P(u).

3.3 Images des vecteurs d’une base de l’espace de départ

THEOREME 3.13 Soient E et F deux IK-espaces vectoriels. Soient e = (e;);c; une base deE et (y;)c1 une famille
de vecteurs de F indexée par le méme ensemble L.

(i) Il existe une application linéaire, et une seule, f : E — F telle que f(e;) = y; pour tout i € 1.

(ii) f est injective si, et seulement si, la famille (y;);c; est libre.

(iii) f est surjective si, et seulement si, la famille (y;)c1 est génératrice.

(iv) f est un isomorphisme si, et seulement si, la famille (y;);c1 est une base de F.

Remarque 3.14 Le théoréme précédent est fondamental. On retiendra en particulier que deux applications
linéaires sur E sont égales si, et seulement si, elles prennent les mémes valeurs sur les vecteurs d’une base
de E.

THEOREME 3.15 Deux IK-espaces vectoriels de dimension finie sont isomorphes si, et seulement si, ils ont méme
dimension.

Remarques 3.16 o Ainsi la dimension permet de classifier les IK-espaces vectoriels de dimension finie.

e SiE est un K-espace vectoriel de dimension finie n, chaque choix d’une base e = (e;)"_; de E fournit un
isomorphisme de IK" sur E : (x;)1_, — > . x;e;.
Le choix d’une base de E permet donc d’identifier E a K" (cette identification n’étant pas canonique
puisqu’elle dépend du choix d’une base de E).

3.4 Rang d’une application linéaire

DEFINITION 3.17 Soient E et F deux IK-espaces vectoriels de dimension finie et f : E — F une application
linéaire.
On appelle rang de f, et on noterg f, la dimension du sous-espace Im f.

THEOREME 3.18 (DU RANG) Soient E et F deux IK-espaces vectoriels de dimension finie et f : E — F une
application linéaire.
Ona:

dimE = rg f + dim Ker f.

CoROLLAIRE 3.19 Soient E et F deux IK-espaces vectoriels de dimension finie et f : E — E uné’application
linéaire.

(i) On argf < dimE avec égalité si, et seulement si, f est injectif.

(ii) On argf < dimF avec égalité si, et seulement si, f est surjectif.
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ProrosiTION 3.20 Soient E,F, G des IK-espaces vectoriels de dimension finieetf : E — F, g : F — G
deux applications linéaires.

Si f est bijectif, alorsrg(g o f) = rg g. Si g est bijectif, alorsrg(go ) =rgf.

THEOREME 3.21 Soient E, F deux IK-espaces vectoriels de dimension finie tels que dimE = dim F. Pour une
application linéaire f : E — F, on a équivalence entre :

(i) f est injectif; (iv) il existe g € L(F,E) tel que go f = idg;

(ii) f est surjectif; (v) il existe h € L(F,E) tel que f o h = idy.

(iii) f est bijectif;

4. Représentations matricielles I

4.1 Représentations matricielles

DEFINITION 4.1 Soit E un KK-espace vectoriel de dimension finie rapporté a une base e = (e;)"_,.

e On appelle matrice représentative d’un vecteur x € E dans la base e la matrice colonne
“(x -+ x,) € M,1(K) dont les composantes sont les coordonnées de x dans la base e :

n
x =) xe.
i=1

o On appelle matrice représentative d’un p-uplet (x, ..., x,) de vecteurs de E dans la base e la matrice de
M, ,(KK) dont la j-iéme colonne est la matrice représentative du vecteur x; dans la base e pour toutj € [1, p].

DEFINITION 4.2 Soient E et F deux IK-espaces vectoriels de dimension finie rapportés respectivement a des

bases u = (u;)f_, etv = (v;)L,.

e On appelle matrice représentative d’une application linéaire f{ : E — F dans les bases u et v, et on note
Mat(f; u, v), la matrice de M, ,(IK) représentative du p-uplet (f (), ..., f(up)) dans la base v.

o On appelle matrice représentative d’un endomorphisme f de E dans la base u, et on note Mat(f; u), la
matrice de M,,(IK) représentative de I'application linéaire f dans les bases u et u.

Exemple 4.3 L’application linéaire C* — C?  (x, y, z) — (x — iy — 2z, 2ix + z) est représentée dans les
bases canoniques par la matrice
1 —i -2
( ) € M,;(C).

2i 0 1

PrROPOSITION 4.4 Soient E et F deux IK-espaces vectoriels de dimension finie rapportés respectivement a des
bases u et v. Soit f : E — F une application linéaire.

La matrice A représentant f dans les bases u et v est caractérisée par la propriété suivante : pour tous vecteurs
x € E et y € F et leurs matrices représentatives X et Y dans les bases u et v, on a

y=f(x) <= Y=AX

ProrosiTION 4.5 SoientE, F et G trois IK-espaces vectoriels de dimensions finies respectives p, n et m rapportés
respectivement a des bases u, v et w.

(i) Pour toutes applications linéaires f, g : E — F et tout A € K,
Mat(Af + g; u, v) = AMat(f; u, v) + Mat(g; u, v).
(ii) L’application L(E,F) — M, ,(KK), f — Mat(f; u, v) est un isomorphisme.
(iii) Pour deux applications linéairesf : E —> Fetg:F — G,
Mat(g o f; u, w) = Mat(g; v, w) x Mat(f; u, v).
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CoROLLAIRE 4.6 Soient E et F deux IK-espaces vectoriels de dimension finie.
L’espace vectoriel L(E, F) est de dimension finie dim L(E,F) = (dim E)(dim F). En particulier, I'espace vecto-
riel est de dimension finie dimL(E) = (dimE)?.

CoroLLAIRE 4.7 SoientE et F deux K-espaces vectoriels de méme dimension finie n rapportés respectivement d
des bases u = (u;)!_, etv = (v;)I.,. Soient f : E — F une application linéaire et A = Mat(f; u, v) € M,(K)
sa matrice représentative dans les bases u et v.

L’application linéaire f est bijective si, et seulement si, la matrice A est inversible et alorsMat(f ~'; v, u) = A™".

4.2 Interpreétation géométrique canonique des matrices

Dans la section précédente, on a associé une matrice a toute application linéaire E — F apres avoir fait
le choix de bases de E et F.

Inversement, étant donnée une matrice A € M, ,(IK), le choix de deux K-espaces vectoriels E et F de
dimensions respectives p et n et de bases u et v respectivement de E et F, permet d’associer a A une
application linéaire E — F représentée par A dans les bases u et v. Parmi toutes ces applications linéaires
représentées par A, il en est une que 'on qualifie de canonique.

DEFINITION 4.8 Soit A € M, ,(K).
On appelle application linéaire canoniquement associée a A, et on note parfois ¢, l’application linéaire
de M, ;(K) dans M,,; (IKK) définie par X — AX.

PROPOSITION 4.9 Soit A € M, ,(K).
L’application linéaire canoniquement associée d A est représentée, dans les bases canoniques de M, ;(IK) et
M, (K), par la matrice A.

Remarques 4.10 o Cette association justifie qu’on parle parfois abusivement du noyau ou de 'image d’une
matrice A € M, ,(IK) ou qu’on évoque son injectivité, sa surjectivité, etc. Il s’agit en fait des notions
correspondantes pour I’application linéaire canoniquement associée a A.

e Les espaces My, (KK) et K¢ étant canoniquement isomorphes, on considére parfois I’application linéaire
canoniquement associée a une matrice A € M, ,(IK) comme application linéaire de IK? dans IK".

4.3 Changement de bases

LEMME 4.11 Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n rapporté a une base e. Soient u = (u;)?_, une

famille finie de vecteurs deE et A € M,, ,(IK) sa matrice représentative en base e.
(i) Onarg(u,...,uy,) =rgA.
(ii) La famille u est une base de E si, et seulement si, la matrice A est (carrée) inversible.

DEFINITION 4.12 Soient E un IK-espace vectoriel de dimension finie n et e, ¢ = (€!)"_, deux bases deE.
On appelle matrice de passage de e a €' la matrice de M,,(IK) représentative du n-uplet (¢, . .., e}) dans la
base e.

PROPOSITION 4.13 Soient E un IK-espace vectoriel de dimension finie, e, €' et ¢’ trois bases de E, P la matrice
de passage de e d €' et P’ la matrice de passage de €’ a €’.

(i) La matrice P est inversible ; son inverse est la matrice de passage de €' a e.

(ii) Le produit PP’ est la matrice de passage de e a €”.

PROPOSITION 4.14 Soient E un IK-espace vectoriel de dimension finie n et e et ¢ deux bgses<de E. Soit P la
matrice de passage de e d €.
Soient x € E et X, X" € M,,1(K) les colonnes des coordonnées du vecteur x dans les bdses e et €. On a :

X =PX'.
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PROPOSITION 4.15 Soient E, F deux IK-espaces vectoriels de dimension finie, u, u' deux bases deE et v, v/ deux
bases de F. Soient f : E — F une application linéaire et A (resp. A’) la matrice représentant f dans les bases
u et v (resp. dans les bases u’ et V').

SiP et Q désignent respectivement les matrices de passage de w a u' et de v a v/, alors

A’ =Q'AP.

PROPOSITION 4.16 Soient E un IK-espace vectoriel de dimension finie et u, v’ deux bases de E. Soient f un
endomorphisme de E et A (resp. A’) la matrice représentant f dans la base u (resp. u').
Si P est la matrice de passage de la base u a la base ', alors

A’ =P 'AP.

4.4 Matrices semblables

DEFINITION 4.17 Deux matrices carrées A,B € M,(K) sont dites semblables s’il existe P € Gl,(K) telle
que B = P7'AP.

Remarque 4.18 D’apres les formules de changement de base, deux matrices représentant un méme endo-
morphisme dans des bases différentes sont semblables.

Réciproquement, si deux matrices carrées A et B de M,,(KK) sont semblables et si E est un K-espace vec-
toriel de dimension n rapporté a une base e, alors il existe une base ¢’ de E et un endomorphisme de E qui
est représenté par la matrice A dans la base e et par la matrice B dans la base ¢'.

PROPOSITION 4.19 Deux matrices semblables ont méme trace.

4.5 Rang d’une matrice

Dans cette section, n et p désignent deux entiers naturels non nuls.

ProPOSITION 4.20 Une application linéaire entre deux IK-espaces vectoriels de dimension finie a méme rang
que chacune des matrices qui la représentent.

En particulier, une matrice A € Mnyp(]K) a méme rang que l'application linéaire qui lui est canoniquement
associée.

PROPOSITION 4.21 Soit A € M, ,(K). Onarg’A =rgA.

Les résultats sur le rang d’une application linéaire prennent alors la forme suivante en termes matriciels.

PROPOSITION 4.22 Soient A € M, ,(IK).
(i) OnargA < min(n, p);

(ii) PourP € Gl,(K), rg(AP) = rgA;
(iii) Pour Q € Gl,(K), rg(QA) = rgA.

COROLLAIRE 4.23 Deux matrices semblables ont méme rang.

THEOREME 4.24 Pour une matrice carrée A € M,(KK), on a équivalence entre :
(i) VX e M,;(K),AX =0 = X=0;

(ii) VY e M,,;(K),3X e M,,;(K), Y = AX;

(iii) VY € M,,;(K),3'X € M,;(K),Y = AX;

(iv) rgA =n;

(v) A est inversible : il existe B € M,,(K) tel que AB =BA =1,,;

(vi) A est inversible a gauche : il existe B € M,(K) tel que BA =1,,;

(vii) A est inversible a droite : il existe B € M, (KK) tel que AB = I,.
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5. Sous-espaces supplémentaires, projecteurs et symétries I

Soient E un K-espace vectoriel et F, . .., F, des sous-espaces vectoriels de E en nombre fini.

5.1 Sous-espaces en somme directe

On rappelle que

EF,‘ :Fl ++Fr: {xe E : El(x,');zl € HFi,x: ZX,‘}

i=1 i=1 i=1
est le sous-espace vectoriel engendré par F; U --- UF, : c’est le plus petit sous-espace (pour I'inclusion)
contenant Fy, ... ,F,.

PrROPOSITION 5.1 L’application ¢ : [[,Fi — E, (x;); — Y, x; est linéaire. Son image est la somme ) F;.

DEFINITION 5.2 On dit que les sous-espaces vectoriels F;, 1 < i < r, sont en somme directe, et on désigne
alors la somme ), F; par @, F,, si Uapplication linéaire ¢ : [[,F; — E, (x;); — Y, x; est injective, i.e.
induit un isomorphisme de [ [, F; sur ) F..

Remarque 5.3 La notation @ ne doit pas étre utilisée avant d’avoir justifié que la somme est directe.

PROPOSITION 5.4 Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) la somme ). F; est directe;

(ii) pour tout x € ) . F;, il existe un unique (x;); € [[,F; tel quex =), x;;

iii) pour (x;); € | |.F; donné, on a ) . x; = 0 si, et seulement si, x; = 0 pour touti € |1, r|;
p i i p

(iv) (seulement pour r = 2 sous-espaces) F; N F, = {0}.

Remarque 5.5 Sir > 3,la condition F;NF; = {0} pour tous i # j (et donc a fortiori la condition (), F; = {0}
est nécessaire pour que la somme ), F; soit directe, mais elle n’est pas suffisante.

PROPOSITION 5.6 SiE est de dimension finie, on a :

r

dim <i Fi) < Y dimF;
i=1

i=1

avec égalité si, et seulement si, la somme ) . F; est directe.

5.2 Sous-espaces supplémentaires

DEFINITION 5.7 On dit que les sous-espaces vectoriels Fy, ... F,, sont supplémentaires dansE lorsque leur
somme est directe et égale dE :E = @, F,.

PROPOSITION 5.8 Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) Les sous-espaces Fy, ... F, sont supplémentaires dansE ;

(ii) Uapplication ¢ : [[,F; — E, (x;); — >, x; est un isomorphisme.

(iii) pour tout x € E, il existe un unique (x;); € [[,F; tel que x = >, x;;

(iv) (lorsqueE est de dimension finie) la somme ) . F; est directe et dimE = ) dimF;;
(v) (lorsqueE est de dimension finie)E = > . F; etdimE = ), dimF,.

Exemple 5.9 Pour n € IN*, montrer que les sous-espaces .7, (K) et .o7,(K) des matrices.respectivement
symétriques et antisymétriques de M,,(IK) sont supplémentaires dans M,,(KK).

THEOREME 5.10 Soient E et F deux IK-espaces vectoriels et Eq, . . . | E,, des sous-espaces Vectoriels supplémen-
taires de E.
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Une application linéaire de E dans F est caractérisée par ses restrictions aux sous-espaces E,, ... E,. Plus
précisément, Iapplication .

L(E,F) — JTLE,F), f — (fle)iz

i=1
est bijective (c’est méme un isomorphisme).

PROPOSITION 5.11 (REGROUPEMENT DE BASES) Pour tout i € [1, r], soit e; une base du sous-espace vectoriel
F; deE.

Les sous-espaces vectoriels Fy, ... F, sont supplémentaires dans E si, et seulement si, la famille obtenue par
concaténation (regroupement) des familles e;, 1 < i < r, notée abusivement (ﬁ, o ,ﬁ), est une base de E.
Une telle base est dite adaptée a la décomposition E = @, F..

THEOREME 5.12 Soient E un IK-espace vectoriel de dimension finie et F un sous-espace de E.
Le sous-espace F admet un supplémentaire dans E et tout supplémentaire de F dans E est de dimension
dimE — dimF.

5.3 Projecteurs

Dans cette section, F et G désignent deux sous-espaces vectoriels supplémentaires d’un KK-espace vectoriel
E donné.

DEFINITION 5.13 On appelle projection surF parallélement a G I'unique endomorphisme p de E tel que :

Vx €F, px)=x et Vx e G, p(x)=0.

Remarque 5.14 Cette définition est correcte car F et G sont supplémentaires dans E.
L’image par cette projection d’un vecteur x € E se décomposant sous la forme x = y+zavec (y, z) € FXG
est donc p(x) = y.

G G

PROPOSITION 5.15 Soit p la projection sur F parallélement a G. On a :
(i) Imp = Ker(p — idg) = F;

(ii) Kerp =G;

(iii) pop =1p.

Remarque 5.16 Si p est la projection sur F parallélement a G, alors ¢ = idg —p est la projection sur'G
parallélement a F. En effet, g est un endomorphisme de E dont la restriction a F est nulle et la restriction
aGestx — x.

On a les relations p+ g = idg, gog=qgetpog=qop =0.

On dit que p et g sont les projections associées a la décomposition E = F & G : ils fournissentles compo-
santes p(x) et g(x) de tout vecteur x respectivement sur F et G.

DEFINITION 5.17 On appelle projecteur de E tout endomorphisme p de E tel que p.&p'= p.
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Remarque 5.18 La projection sur F parallelement a G est un projecteur de E. Réciproquement, on dispose
du résultat suivant.

PROPOSITION 5.19 Soit p un projecteur de E.
(i) Les sous-espaces Ker p et Im p sont supplémentaires dansE ;
(ii) p est la projection surIm p parallélement a Ker p ;

(iii) Ker(p — idg) = Im p.

5.4 Symeétries

Dans cette section, F et G désignent deux sous-espaces vectoriels supplémentaires d'un IK-espace vectoriel
E donné.

DEFINITION 5.20 On appelle symétrie par rapport a F parallélement a G I'unique endomorphisme s de E tel
que :
Vx €F, s(x)=x et Vx e G, s(x)=—x

Remarque 5.21 L’image par cette symétrie d’'un vecteur x € E se décomposant sous la forme x = y + z
avec (y,z) € F x Gest donc s(x) =y — z.

G G

PROPOSITION 5.22 Soit s la symétrie par rapport a F parallélement a G. On a :

(i) Ker(s —idg) = F;

(ii) Ker(s+idg) = G;

(iii) so s = idg.

Remarque 5.23 Soit p le projecteur sur F paralléelement a G, q le projecteur sur G parallelement a F et s la
symétrie par rapport a F parallelement a G. On a les relations s = p — ¢ = 2p — idg = idg —2q.

DEFINITION 5.24 On appelle involution linéaire de E tout endomorphisme s de E tel que so s = idg.

PROPOSITION 5.25 Soit s une involution linéaire de E.
(i) Les sous-espaces Ker(s — idg) et Ker(s + idg) sont supplémentaires dans E ;
(ii) s est la symétrie par rapport a Ker(s — idg) parallélement d Ker(s + idg).

Exemple 5.26 L’application T : A — 'A est une involution linéaire de M,,(IK). Puisque Ker(T — idg) est(e
sous-espace .7, (K) des matrices symétriques et Ker(T + idg) celui <7,(K) des matrices antisymétriques,
on retrouve la décomposition M, (K) = .7,(K) & «7,(K).

5.5 Hyperplans et formes linéaires

Soit E un K-espace vectoriel.

DEFINITION 5.27 On appelle forme linéaire sur E toute application linéaire de Esdans IK.
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Exemples 5.28 o L’application tr : A — tr A est une forme linéaire sur M,,(K).
o L’application f — | ab f(t) dt est une forme linéaire sur I'espace des fonctions continues sur un segment
[a, b] donné de R et a valeurs dans K.
e L’application
(tUp)neny — lim u,
n—o0

est une forme linéaire sur le sous-espace de IK™ formé par les suites convergentes.

DEFINITION 5.29 On appelle hyperplan de E tout sous-espace vectoriel de E admettant une droite vectorielle
pour supplémentaire.

ProrosITION 5.30 SiE est de dimension finie n, un sous-espace vectoriel H en est un hyperplan si, et seulement
si, il est de dimensiondimH = n — 1.

THEOREME 5.31 Une partieH de E en est un hyperplan si, et seulement si, H est le noyau d’une forme linéaire
@ non nulle. Une telle forme linéaire est unique a multiplication prés par un scalaire non nul.
L’égalité p(x) = 0 est alors appelée une équation de H.

Exemples 5.32 o L’ensemble H; = {(x, y,z,t) € IK* : 3x + y — 7t = 0} est un hyperplan de K".

e L’ensemble
H, = {M = (Mij)icijen € MW(K) 37 my; = 0}

1<i,j<n
est un hyperplan de M, (KK).
e L’ensemble H; = {P € K[X] : 3P"(1) — 2P’(2) + P(3) = 0} est un hyperplan de K[X].

Remarque 5.33 1l résulte de la démonstration du théoréme qu’étant donné un hyperplan H de E, tout
élément a ¢ H engendre une droite supplémentaire de H. Comme le résultat n’est pas explicitement au
programme, il convient de savoir le redémontrer rapidement (via I'introduction d’une équation ¢(x) = 0).

On suppose a présent que E est de dimension finie p > 1 rapporté a une base e = (e, ..., €,).
Pour une forme linéaire ¢ sur E donnée, on note a; = ¢(e;) € K pour tout j € [1, n]. Pour un vecteur
x € E de coordonnées (xi, ..., x,) dans la base e, on a alors :

P
p(x) =D 4% = axi + -+ + X,
j=1
D’apres le théoreme [5.31 les hyperplans de E sont donc les parties H de E formées des vecteurs de E dont
les coordonnées (xi, . .., x,) dans la base e vérifient une équation du type
aix; + -+ apx, =0,

a,...,a, étant des scalaires non tous nuls fixés.
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