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Diagonalisation
1. Diagonalisation naive des matrices carrées et applications
2. Sous-espaces stables par un endomorphisme
3. Eléments propres d'un endomorphisme et d’une matrice carrée

4. Diagonalisabilité d’'un endomorphisme et d’'une matrice carrée
Endomorphismes diagonalisables : existence d’'une base de vecteurs propres i.e. dans laquelle la
représentation matricielle est diagonale, caractérisation par les sous-espaces propres ou leurs di-
mensions, cas d’'un endomorphisme admettant n valeurs propres en dimension n. Matrices carrées
diagonalisables, caractérisation par les sous-espaces propres ou leurs dimensions, cas d’'une matrice
de M,,(K) admettant n valeurs propres, lien avec la trace.

Compléments sur les variables aléatoires réelles, variables aléatoires a densité

1. Généralités sur les variables aléatoires réelles
Notion de variable aléatoire réelle. Théorémes opératoires (admis). Loi d’une variable aléatoire
réelle, tribu associée. Fonction de répartition d’une variable aléatoire, propriétés caractéristiques,
caractérisation de la loi par la fonction de répartition, cas d’une variable discréte. Variables aléa-
toires indépendantes.

2. Variables aléatoires a densité

Une variable aléatoire réelle X est a densité si sa fonction de répartition Fx est continue sur R et
de classe € sur R privé éventuellement d’un nombre fini de points. Densité d’une telle variable
X : toute fonction fx a valeurs positives ou nulles sur R, égale a la dérivée de la fonction de répar-
tition sur R sauf peut-étre en un nombre fini de points. Existence et interprétation d’'une densité :
P(X = x) = 0mais P(x < X < x+h) ~ fx(x)-hlorsque h — 0 (si fx(x) = F¢(x) # 0). Expression
intégrale de la fonction de répartition a I’aide de la densité, caractérisation de la loi par la densité.
Exemple des lois uniforme sur [0, 1] et exponentielle de paramétre A > 0. Densité de Y = ¢(X)
pour quelques fonctions ¢ classiques (le « premier théoréme de transfert » n’a pas été énoncé).

3. Moments d’une variable aléatoire a densité

Moment d’ordre n d’une variable X a densité f : fj;o t"fx(t) dt en cas de convergence (automa-
tiquement absolue, les seules bornes de généralisation en lesquelles la convergence n’est pas au-
tomatique sont £00). Espérance, positivité, existence pour une variable presque siirement bornée,
théoréme de transfert : espérance de p(X) lorsque ¢ est continue sauf peut-étre en un nombre fini
de points (avec toutes les réserves nécessaires), développement de I£(aX + b). Variance, I'existence

équivaut a celle du moment d’ordre 2, formule de Koénig-Huygens, développement de V(aX + b).

4. Fonctions de variables aléatoires réelles (tout est admis dans ce paragraphe)
Si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes a densités fx et fy dont le produit de convo-
lution fx * fy est continu sur R sauf peut-étre en un nombre fini de points (condition réalisée si fx
ou fy est bornée), alors fx x fy est une densité de X + Y. Les résultats suivant concernent tous types
de variables aléatoires (non nécessairement discretes ou a densité) : existence d’une espérance par
domination, linéarité et croissance de 'espérance, espérance du produit et variance de la somme de
deux variables indépendantes.



