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Exercice 1
Question 2.a
Puisque e'/" tend vers 0 lorsque n — oo, le développement limité donne :
1 1 1
Va=In(2—e'/") == — = +o(7)
non n n— oo
1 1 1
=——+o(;)~-3 <0,
n n n

Par suite, la série ) v, est divergente par comparaison a la série de Riemann
divergente >~ 1/n.
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Exercice 1

Question 3.a

Il vient par télescopage, pour tout n >

2:
ézln(l—%) :kz;m(kf;l): S (In(k—1) —Ink) = —Inn

k=2

£l )= )
=Inu,+Inn=In(nu,).
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Exercice 1

Question 3.c

L'équivalent de la question précédente permet de conclure que la série

Z(In(2fe1/”) - In(l - %))

converge par comparaison a la série de Riemann convergente 3" 1/n?. La suite de
ses sommes partielles est donc convergente. Ainsi, d'aprés la question a., la suite
de terme général In(nu,), n > 2, converge vers un réel £. Par suite, nu, tend vers
k= e’ >0 lorsque n — oo, d'oli I'on déduit que u, ~ #/n > 0 lorsque n — occ.

Il en résulte que la série ) u, diverge par comparaison a la série de Riemann
divergente > 1/n.
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Exercice 1

Question 1

On utilise d'abord le développement limité de I'exponentielle :

x X 2
e =1+x+>+o(x?), x—=0

2
puis celui du logarithme :

i

In(l+y)=y-— 3 +o(y?), y—0.

Puisque
2

y:l—eX:—x—7+o(x2)ﬁ>07 x =0,
il est possible de composer les développements limités précédents car ceux-ci sont
tous deux effectués au méme ordre. Le développement limité de la composée
s'obtient alors en ne conservant que les termes polynomiaux de degré inférieur ou
égal a 2 dans la composition des parties régulieres : lorsque x — 0,
2 2

) - %(—x— %)2+o(x2) = —x—x*+o(x?).

X

In(2—e) = In(1+y) = (_X_ 5
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Exercice 1
Question 2.b

Comme la série Y v, diverge d'aprés a., la suite (V) de ses sommes partielles est
divergente. De plus celle-ci est décroissante car v, < 0 pour tout n > 2.
Décroissante et divergente, la suite (V,) admet donc pour limite —oo d'apres le
théoreme de la limite monotone.

Les théoremes opératoires assurent alors que u, = e"» — 0 lorsque n — oco.
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Exercice 1
Question 3.b

La question 1. fournit :

oo n(1- ) (33 o() - (3o o)
1

o) ~ 5 <0
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Exercice 1
Question 4

Du grand classique ! C'est une application directe du théoreme des séries alternées,
qu'il faut redémontrer puisqu'il n'est pas au programme. Soit (S,) la suite des
sommes partielles de la série >°(—1)"u, :

n

Vn>=2, S,= Z(—l)"uk.
k=2
@ On démontre tout d'abord que les suites (S2n)n>1 €t (S2n41)n>1 SONt
adjacentes.
> Ona:

Vay, Van,
Vn=1, Syni1) — Son = Soni2 — Son = Uzpi2 — topi1 = €772 —e 21 <0

puisque la suite (V,)n>2 est décroissante d'apres 2.b.. La suite (S2n)n>1 est
donc décroissante.
> On démontre de méme que la suite (Szni1)n>1 est croissante.
> Enfin,
Sans1 = Son = —U2ns1 —— 0
oo

d'aprés la question 2.b..
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o Adjacentes, les deux suites (S2n)n>1 €t (S2nt1)n>1 Sont donc convergentes
vers une méme limite S. Puisque ces deux suites recouvrent la suite compléte
(Sn)n>2, celle-ci converge alors elle aussi vers S.

On a ainsi démontré la convergence de la série Y (—1)"uj,.

Travaux dirigés

Année 2017/2018 9/ 86

Exercice 3
Question 1.b

Soit n € IN*. Le changement de variable u — t = u/", de classe ¢ et
strictement croissant de ]0, 1[ sur lui-méme, donne :

1 T(1-tn qeo L l(1—ul/")ul/"d Va

Z= 2 gqr==f Y2—— 27 qu=-".

2 b 1-—1t" nJo 1-u n
On remarquera que |'intégrale centrale converge par opéartions sur des intégrales

convergentes (car faussement généralisées), d'ou I'on déduit la convergence de
I'intégrale v,.

Up —
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Exercice 3
Question 2.b

Pour k > 1, la fonction

(Inx)*

x—1

est continue sur |0, 1[. Elle est prolongeable par continuité en 1 d'aprés a.. On a
par ailleurs

fi o x —

Vxfi(x) ~ —v/x(Inx)¥ = 0, x—0
d'ou
ﬂ(x):o(%), x—0

-1 . TS "
et la convergence absolue de jo fi(x) dx par comparaison a I'intégrale de Riemann
convergente [y 9%.
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Exercice 3
Question 3.a
Soit n > 1. Pour u € ]0,1], I'inégalité de la question 2.c. appliquée a x = ‘"T“
amene :
|ul/n _win g "‘J) _ ‘e(\nu)/n _ enu)/n ""J‘ < 3(In U)ZA
n n?
Puisque I'intégrale du membre droite sur I'intervalle |0, 1] converge d'aprés la
question 2.b., on en déduit que :
-1 1
Vn+l/ Inu du):‘/ (ul/”—u2/"+|n—u) du |
njy 1—u 0 n/l-u
</1‘u1/n_uz/n+M du
o nll—u
3 [t (nup?
Som fy 1-u
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[ Eecices YD)

Exercice 3

Question 1.a

Soient n > 1 et t € [0,1[. En utilisant I'identité remarquable
1-t"=(1-t)1+t+t2+-+t"),

on obtient :

1 1 (1—1t)t"
. 1-p=Q-t —1):7A
T+t+t24- - tnt ( )= )(1—t” 1—tn

Il en résulte que :
1 (1—1t)e"
Vtel[0,1, 0S ————————(1—-t) < —~—=1t"
el o< 1+t4+t2 4. 4ttt ( )< 1-t
d’ol, par croissance de I'intégrale (les fonctions sont continues sur le segment
[0,1]) :
1 ! 1 ! 1
0<uy—= = (7— 1—t)dt</t”dt= .
Stn=3 /0 Treres ror 7D)des | ntl
On en déduit par encadrement que la suite (u,)qen+ converge vers 0.
rblld.fr Année 2017/2018 10/ 86
Exercice 3
Question 2.a
Pour k >1,0na:
(Inx)k  (x—1)k 1 sik=1
=1~ x=1 "0 sikz2 X7
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Exercice 3
Question 2.c
Soit x € ]—00,0]. La fonction f est de classe % sur [x, 0] avec :
vt e [x,0], f(t)=e'—2e*, f"(t)=e—4e>.
Pour t € [x,0],ona —1<4e'—1<4—-1=3,dob
vt e [x,0], [|f'(t)=e'|se’ —1|<3.
D’apres I'inégalité de Taylor-Lagrange a I'ordre 1 appliquée a la fonction f de
classe 2 sur [x,0], il vient alors :
—0)2 3x?
[£(x) = £(0) — (x — 0)f'(0)] = [e" — &> + x| < Q sup |F7()] < 2.
2! te[0,x] 2
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Exercice 3
Question 3.b
De la question a., on déduit par encadrement que :
1 1
Vot — 20(7)7 n — 0o,
n n
c'est-a-dire que
Vp ~ —i‘ n — oo.
n
On déduit alors de la question 1. que :
1 li
Un=35~"3 n— oo
qui s'écrit encore :
1 ! 1
Up §—§+o(n2), n— oo
Année 2017/2018 16/ 86




Exercice 4

Question 1.a

La fonction f : t — e~ V"l est continue sur ]0, 4o

° La fonction f est prolongeable par continuité en 0, si bien que I'intégrale
f f(t)dt est faussement généralisée donc convergente.
e Poura>1,
t*f(t) = exp(aint+VInt) = exp(aint +o(Int)) = +o0, t— +o0.

Cela met en évidence, pour a = 1 en particulier, que
1
0< <= o(f(t)), t— +o0,

d'ou I'on déduit la divergence de I'intégrale f
oS de

I'intégrale de Riemann divergente [1 -

Remarque. Le deuxiéme point suffit pour prouver la divergence de I'intégrale

S f(t)dt.

f(t)dt par comparaison a

Travaux dirigés
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Exercice 4
Question 2
La fonction f : t — m est continue sur ]1, 4-o00[.
o Lorsque t — 400,
2+ t/12 -1 - 1=+ t(t+ o(t)) + o(t?) = 2¢% + o(t?) ~ 2t
si bien que
1
f(t) ~ prel >0, t— +oo

et 'intégrale fﬁc f(t)dt converge par comparaison a I'intégrale de Riemann

convergente [, df.

o Lorsque t — 1,
1 1 1 1 1

f(t) = ~ ~— >0
0= e —Tves ViEFD(E-1) v2vi-1~
d'ou I'on déduit la convergence de I’ mtegrale fl t)dt par comparaison a

I'intégrale de Riemann convergente fl \/7

L'intégrale [ oo f(t)dt est donc convergente. Le changement de variable 3 venir
en donnera une nouvelle justification.
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@
Exercice 4

Question 3

Ona:

n
VnelN*, Innl= 3% Ink

k=2
oll, par croissance de la fonction In sur [1, +o0],

K k+1
Vk =2, / Intdtglnkg/ Intdt
Jk-1 Jk

n+l
nl < / Intdt. (%)
2

si bien que :

n
Vn e IN¥, / Intdt <In
1
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Exercice 5

Question 1.a

Pour i € [1,n— 1], la i-itme colonne de la matrice C donne les coordonnées du
vecteur f(e;) dans la base B : ainsi f(e;) = ej41.
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Exercice 4
Question 1.b

La fonction f : t — v/t3 + t — t est continue sur [0, +ocl.
Lorsque t — 400,

-6 o)
t)dt diverge par comparaison a l'intégrale de

si bien que I'intégrale I
Riemann dlvergente

rhlld Année 2017/2018 18/ 86

Y

La fonction ¢ : t — u =t + /t? — 1 est de classe €™ sur ]1 +oo avec :

t t+ Vit
ve>1, /()= \/7 \/7 > 0. (%)

Elle est donc de plus strictement croissante et réalise donc une bijection de
11, oo sur lui-méme. Puisque 9’ ne s’annule pas, la réciproque
¢ =171 ur— t est donc de classe € et strictement croissante de |1, +oof sur
lui-mé&me. C'est donc un changement de variable admissible, que I'on peut mener
sans chercher a expliciter ¢ ni ¢’ (c’est I'intérét de cet exemple), en écrivant
abusivement (*) sous la forme :

dv  dt

u V-1
Il vient alors :
too du

/1*"" f(t)dt:/lm t+\/17\/7
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Comme

n
/ Intdt = [tlnt—t‘};:nInn—n-%—l:nInn-%—o(nInn)NnInn7 n— oo
1

et de méme
ntl
/ Intdt =(n+1)In(n+1)+o(nlnn) ~ ninn, n— oo,
J2
on justifie par encadrement aprés avoir divisé tous les membres de (x) par ninn

que :

Inn! ~nlnn, n— oco.
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Exercice 5
Question 1.b

On commence par démontrer par récurrence sur j € [1,n — 1] le prédicat P; :
« fi(er) = e » :
@ On a tout d'abord f(e,) =
vraie.

e d'aprés la question a.; ainsi la propriété Py est

o Puis, si la propriété P; est vraie pour un entier j < n —1 alors, toujours
d'apres a., fi1(e) = f(f/(el)) =f(es1) =e4acarj+1<n—1etla
propriété P, est démontrée.

On a donc démontré que f/(e;) = €1 pour tout j € [1,n — 1] d'apres le principe
de récurrence.

Par suite, toujours par lecture sur la matrice C, il vient

f(er) = f(fn_l(el)) = f(e)) = —(aoer + a1&2 4 -+ + ap_1€n).
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Exercice 5

Question 2.a

Il résulte immédiatement des formules établies en 1.b. que g(e;) = 0.

Travaux dirigés
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Exercice 5

Question 2.c

Il en résulte, d'aprés 1.b., que pour tout i € [1, n],
gle) =g(f'(er) = (g(er)) =0.

Travaux dirigés

Année 2017/2018 27 /86

Exercice 5

Question 2.e

C'est du cours : si A est valeur propre de C, il existe un vecteur X € M, 1(C) non
nul tel que CX = AX. On démontre alors, par une récurrence simple, que
C'X = N'X pour tout i € IN, si bien que
n—1 . n—1 .
P(OX=C"X+ > aC'X=X"X+ 3 aXX
i=0 i=0
n-1
= (V4 X @)X = PO)X.
i=0

Comme par ailleurs P(C) = 0 d’aprés d. (puisque C représente f) et X # 0, on en
déduit que P(\) = 0. Ainsi les valeurs propres de C sont racines du polynéme P.
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Exercice 5
Question 3.b

SiQ= Z,f';ol a;X" annule f,ona 3" 701 ajei+1 = 0 d’aprés la question a. d’ol

I'on déduit, puisque la famille B est libre, que «; = 0 pour tout i € [0,n — 1],
c'est-a-dire que Q = 0. Ainsi seul le polynéme nul est annulateur de f parmi les
polynémes de degré inférieur ou égal a n — 1.
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Exercice 5
Question 2.b

Les endomorphismes f' et g commutent comme polyndmes en f :

go fi=ff og= FrH oan  F g Y 4 aof

Travaux dirigés
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Exercice 5
Question 2.d

L’endomorphisme g, nul sur les vecteurs de la base B, est donc identiquement nul.
Ainsi P(f) = g =0 et P est annulateur de f.

Application 1. On en déduit que la matrice
00

o+~ ooo
cocoo
O NOH

0
1
0
0

c oo~

matrice compagnon du polynéme X® — X3 — 2X2 — 1, est annulée par celui-ci :
A® = A3+ 2A% + .
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Exercice 5

Question 3.a

D’apres 1.b.,
) n-1
ar'fl(el) = E Q€41
i=0

Travaux dirigés
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Exercice 5

Question 3.c

Il s’agit d'établir que P(f) = (f — Xid) o R(f), si tant est que ce ne soit pas
évident. Or, si I'on note P = (X — A)R = Q — AR ol Q = XR, alors

(f = Xid) o R(F) = f o R(f) — AR(f) = Q() — AR(f) = P(f).

Travaux dirigés
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Exercice 5
Question 3.d

Soit A racine de P. D’aprés la question c., il existe alors un polynéme R de degré
inférieur ou égal a n — 1 tel que (f — Aid) o R(f) = 0. Si A n'est pas valeur propre
de f, alors f — \id est inversible et la relation précédente implique donc R(f) =0,
qui implique a son tour R = 0 d’aprés la question b. puis P = 0, ce qui est en
contradiction avec la définition de P. C'est donc que A est valeur propre de f.
Ainsi toute racine de P est valeur propre de f.
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Si A est valeur propre de C, alors C — A/, n'est pas inversible donc, d'apres ce qui
précede, n — 1 < rg(C — Al,) < n c'est-a-dire rg(C — Al,) = n — 1. Dans ces
conditions, le théoreme du rang appliqué a I'endomorphisme f — \id assure que le
sous-espace propre E)(C) de C pour la valeur propre A a pour dimension

dim E\(C) = dim Ex(f) = dim Ker(f — Xid)
n—rg(f —Aid)=n—rg(C—A\,) =1
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Exercice 5

Question 5.a

La matrice A; est la matrice compagnon du polynéme
Pr=X*—1=(X-1)(X+1)(X-i)(X+i)

de degré 4. Ce dernier admettant 4 racines deux-a-deux distinctes, la matrice A;
est diagonalisable d'apres la question 4.b..
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Exercice 5

Question 6.a

Pour t € C, les matrices M = B — tl, et C — tl, sont transposées |'une de 'autre.
Il s'agit donc de démontrer que M est inversible si, et seulement si, ‘M est
inversible. C'est une propriété du cours : si M est inversible alors, en transposant
la relation MM~ = M~'M = I,, on obtient {M~1)'M = 'M{(M~1) = I,, d'ot
I'on déduit que "M est inversible, d'inverse (‘M) = {M~1) ce qui démontre une
implication. En appliquant ce résultat a ‘M, on obtient la réciproque.
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[ Eecices YD

Exercice 5

Question 4.a

Pour x e R,ona:

—x 0 0 —ap
1 —x (0) —ay
C—xlp= !
0
S0 T =X —ap
o - -+ 0 1 =—ap1-x

Pour montrer que la matrice précédente est de rang supérieur ou égal a n—1, il
suffit de justifier que les n — 1 premiéres colonnes sont linéairement
indépendantes. On peut simplement faire remarquer qu’elles forment une famille
échelonnée donc libre. Un argument peut-étre un peu plus précis peut consister a
faire observer qu'en ajoutant a gauche le premier vecteur de la base canonique, on
obtient une matrice triangulaire a coefficients diagonaux non nuls donc inversible ;
ainsi ses vecteurs colonnes forment une famille libre.

bild fr Travaux dirigés
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Exercice 5
Question 4.b

Par théoréme, la matrice C est diagonalisable si, et seulement si, la somme des
dimensions de ses sous-espaces propres est égale a n. Or chacun de ces
sous-espaces est de dimension 1 d'apres la question a.. La somme de leurs
dimensions est donc égale au nombre de ces sous-espaces, c'est-a-dire au nombre
de valeurs propres de C. Comme les valeurs propres de C sont exactement les
racines du polynéme P d’aprés les questions 2.e. et 3.d., on en déduit donc que la
matrice C est diagonalisable si, et seulement si, P admet n racines deux-a-deux
distinctes.
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Exercice 5
Question 5.b

La matrice A, est la matrice compagnon du polyndéme
Py = X* —2X® - 3X% +8X — 4.

Puisque 1 en est racine évidente, le polynéme P, se factorise par X — 1 :
Py=(X—-1)(X>—X?—4X +4)

puis I'on peut a nouveau factoriser le facteur de droite par X — 1. Ainsi 1 est
racine multiple de P, qui ne peut donc admettre 4 racines deux-a-deux distinctes.
Par suite, la matrice A, n'est pas diagonalisable d'aprés 4.b..
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Exercice 5
Question 6.b

Un complexe A est valeur propre de B si, et seulement si, la matrice B — A/, n'est
pas inversible ce qui signifie, d'aprés a., que la matrice {(B — Al,) = C — A, n'est
pas inversible ou encore que A est valeur propre de C. Les matrices B et C ont
donc mémes valeurs propres.
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Exercice 5

Question 6.c

Puisque le complexe A est valeur propre de B donc de C d'apres b., il est aussi
racine de P d'aprés 2.e.. On pose alors les équations du sous-espace propre Ej(B)
de B pour la valeur propre A : pour X = f(x; Xn) € Mp1(C),
—Ax1+x =0
A +x3=0
BX =X <= :
“MXp14+ X, =0
—apX] — a1Xa — + — ap—1Xp — AXp = 0
Xp = Axy
x3 = N2x;

Xy = A""1xg
—apX1 — AAXL — - — a1 A"l — A'xg =0

Travaux dirigés

Année 2017/2018 41/ 86

Exercice 5
Question 6.d

Si P admet n racines A1, ..., A\, deux-a-deux distinctes, ce sont autant de valeurs
propres de C d’aprés 3.d. donc de B d’aprés b.. Dans ces conditions, la matrice B
est diagonalisable.

Les colonnes de la matrice V/, propres pour B d'aprés c. associées a des valeurs
propres deux-a-deux distinctes, forment une famille libre de M, ;(C). La matrice
carrée V est donc inversible et I'on a, d’apres la formule de changement de base
appliquée a I'endomorphisme canoniquement associé a B :

M 0 -~ 0
vigr—p—|0 %
S o0
0 - 0 A\,
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Exercice 5
Question 7.b

On montre par récurrence sur i € [0, n — 1] que pour tout j € [1,n],
u'(gj) = piej. On a donc :

vie[o,n—-1], u'(a)= u;(]é:lsj) :Jg u'(ej) :/éu;:sj'

La famille B, est donc représentée en base ¢ par la matrice

T
e
O
opn g ot
Comme ‘W est inversible d'apres 6.d. puisque /i1, . . ., i1, sont deux-a-deux

distincts, sa transposée W I'est aussi d’aprés 6.a. et la famille 13, est donc une
base de E.
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i
Exercice 6

Question 1.a

L'application ® 4 est clairement linéaire :
YM,N € M,(R), VA€R,
SA(AM + N) = AAM + N) — (AM + N)A
= A(AM — MA) + (AN — NA)
= AD4(M) + d4(N)

et 3 valeurs dans M,(IR), c’est donc un endomorphisme de M,(RR).
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La dernigre ligne s’écrit encore P(A)x; = 0 et est donc automatiquement satisfaite
puisque P(X) = 0. Le sous-espace propre E\(B) est donc la droite dirigée par le
vecteur (1 A A2

)\n—l)_
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Exercice 5

Question 7.a

Par théoreme, si I'endomorphisme u présente n valeurs propres deux-a-deux
distinctes en dimension n, alors il est diagonalisable.
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Exercice 5

Question 7.c

Pour tout j € [1,n—1], on a u(w/~*(a)) = /(a), d'oli I'on déduit les n — 1
premieres colonnes de la matrice de v dans la base B,, qui est donc de la forme

0 o e e 0 By
1 (0) B
0 -

) - e 0 B
0 -+ -+ 0 1 Bos

C’est donc la matrice compagnon du polyndme
Pr=X" =B, 1 X" = = B1X — fo.
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Exercice 6
Question 1.b

Il vient ®4(/,) =0, si bien que Ker ®,4 n'est pas réduit a {0}. L'application
linéaire ® 4 n'est donc pas injective, et par suite pas surjective puisqu'il s’agit d'un
endomorphisme d'un espace de dimension finie.
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Exercice 6

Question 2.a

La matrice A étant triangulaire, elle admet ses coefficients diagonaux pour valeurs
propres : 1 et 3. Carrée d’ordre 2 avec 2 valeurs propres distinctes, elle est
diagonalisable.

Travaux dirigés
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Exercice 6

Question 2.c

Pour X € R,
-2 0 10
-1 —2-x 0 1
rg(H-M)=rg| o 0 2-)x 0
0 0 -1 -

-1 —-x=-2 0 1

I B AR T
Leng| 0 0 2-) 0
heb 0 0 0 -

4 sidg{-2,02}
={3 sixe{-22}
2 siA=0

si bien que H admet pour valeurs propres —2, 0 et 2.

Travaux dirigés
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Exercice 6

Question 3.a

Sachant A diagonalisable, il existe P € M,(R) inversible et D € M,(RR) diagonale
telles que P~1AP = D. En transposant la relation, il vient ‘P*A'P~1 =D = D, si
bien que ‘A est semblable 3 D donc est diagonalisable.

Les matrices A et A, toutes deux semblables 3 D, ont alors les mémes valeurs
propres : celles de D, c'est-a-dire ses coefficients diagonaux.

Travaux dirigés
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Exercice 6

Question 3.c

Soient i,j € [1,n].

Puisque (X, ..., X,) est une base de M, 1(R), il existe a1, ..
Vi= Yk X

Il existe de méme 3y, ..
On a alors :

.,an € R tels que
..Bn€R tels que V; =7, B Yo

ViVi= Y arBXe!Ye

1<k, l<n
Puisque les vecteurs V,-t\/j, 1< i,j < n, composent la base canonique de M,(R),
il en ressort que la famille F engendre I'espace vectoriel M,(R). Formée de
n? = dim M,(R) vecteurs, c'en est donc une base.

Travaux dirigés
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Exercice 6
Question 2.b

Le calcul de
Ga(Erp) = —FE12, Pa(Erp) = —2E1,,
SA(E2n) = F11+ 261 — Bp et Dp(Er2) = Eip

conduit a la matrice représentant ®4 en base (E11, E12, 21, E2) :

0O 0 1 0
-1 -2 0 1
H= 0o 0 2 0
0 0 -10

Cette matrice est de rang 2 car, en notant Gy, G, G3, G4 ses colonnes, on a
C = —GC4, G =—2GC et par ailleurs (G, Gy) libre.

Travaux dirigés
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Q2c

Le théoreme du rang donne par ailleurs :

VA eSpH, dimE\(H)=4—rg(H—\),
si bien que Eo(H) est de dimension 2 alors que E_»(H) et E;(H) sont de
dimension 1.
Ainsi la somme des dimensions des sous-espaces propres de H, carrée d'ordre 4,
est-elle égale a 4, ce qui signifie que H est diagonalisable.

L’endomorphisme ®4, représenté par H, est donc également diagonalisable avec
—2, 0 et 2 pour valeurs propres.

Travaux dirigés
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Exercice 6
Question 3.b

On note X = f(x xn) et Y =t(y yn) les deux colonnes propres
considérées, ainsi que \ et p les valeurs propres associées.

D'une part, M = X'Y est une matrice non nulle de M,(IR) car elle a pour
coefficient générique m;; = x;y;, 1 < i,j < n. Sachant les colonnes X et Y non
nulles, il existe i, jo € [1, n] tels que xj, # 0 et y;, # 0 et alors mj, j, # 0.
D’autre part, le calcul montre que

Da(M) = (AX)YY — XT(FAY) = AXTY — uXY = (A — p)M.

La matrice M est donc vecteur propre de I'endomorphisme ® 4.

Travaux dirigés
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Exercice 6
Question 3.d

La matrice A étant diagonalisable par hypothése, il existe une base (Xi,...,X,)
de M, 1(R) formée de colonnes propres de A. Il existe de méme d'aprés a. une

base (Y1,..., Y,) de M, 1(IR) formée de colonnes propres de ‘A.

Dans ces conditions, les questions b. et c. assurent que la famille (X;'Y})1<;j<n
est une base de M,(RR) formée de vecteurs propres de I'endomorphisme ®4, qui
est donc diagonalisable.

Travaux dirigés
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Exercice 6

Question 3.e

On conserve les notations de la question précédente, et I'on note de plus

Aty oy An (resp. 1., i) les valeurs propres de A (resp. de ‘A) associées aux
colonnes propres Xi, ..., X, (resp. Yi,..., Yy).

D’aprés les questions b. et d., les matrices X,-'Yj, 1 < i,j < n, sont des vecteurs
propres de ®4 pour les valeurs propres A; — j1j, qui forment une base de M,(RR).
Sachant que A et ‘A ont mémes valeurs propres d’aprés a., les valeurs propres de
® 4 sont donc les réels de la forme A — 1, ol A et u sont des valeurs propres de A.

Travaux dirigés
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Q4b

Exercice 6
Question 4.b

Si T* était non nul pour tout k € [0, n?], la famille (T*)o<x< serait formée de
vecteurs propres de ®4 pour des valeurs propres deux-a-deux distinctes (car

A # 0) d'apres a.. Elle serait donc libre, alors qu'elle est formée de

n? +1 > dim M, (R) vecteurs, ce qui est absurde.

Il existe donc un entier g < n? tel que T9 = 0. Un tel entier est nécessairement
non nul car T =/, #0.

Travaux dirigés
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Etant donnés ag,...,ap1 € R tels que Zf;ol T'Xo =0, on montre alors par
récurrence forte sur k € [0,p — 1] que o =0 :
e Tout d’abord, ag TP~ 1Xy = TP~1 Zf’;ola,-T"Xo =0, d’ou I'on déduit que
ap = 0 puisque TP~1Xy # 0.
@ Siag=---=a, =0 pour un entier k < p—1, alors

p=l .
TP X = TPHF 1S o TIX = 0,
i=0
d'ou il ressort de méme que a1 = 0.
Remarque. On peut aussi raisonner par |'absurde et mener le méme type de
raisonnement a partir du plus petit entier k pour lequel a # 0 afin d’obtenir une
contradiction.

Le famille (Xo, TXo, ..., TP71X,), formée de p vecteurs, étant libre dans I'espace
M, 1(R) de dimension n, on a nécessairement p < n.

Travaux dirigés
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Exercice 6
Question 5.b

La matrice P étant orthogonale, ses colonnes forment une base orthonormale de
M, 1(R) euclidien canonique :
1 sii=j

vijelal. ‘ag={y 312

Exercice 6

Question 4.a

Le résultat est immédiat pour k =1 : ®5(T) = AT par hypothése.
S'il est acquis a un entier k € IN*, alors

PA(THH) = ATHHL = THLA = (04(T) + TFA) T — THA
= MT*H 4 TROA(T) = Ak + 1) THL
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Exercice 6

Question 4.c

Si I'on avait TP~1X = 0 pour tout X € M, 1(RR), alors la matrice TP~1, qui
représente I'endomorphisme X € M, 1(R) — TP~1X en base canonique, serait
nulle, en contradiction avec la définition de p. C'est donc qu'il existe

Xo € M, 1(IR) tel que TP~ X, # 0. Pour tout k > p, on a en revanche TkXy = 0.

Travaux dirigés
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Exercice 6

Question 5.a

On rappelle que le produit scalaire canonique sur M,(IR) est défini par les deux
expressions suivantes : pour M = (m;;), N = (n;;) € My(R),

(M,N) =Y mjjni;=tr("MN).
1<ij<n

Pour M, N € M,(R), on a par propriété de la trace (HP, a redémontrer?) :
(M, 1) = tr((MIN)1,) = tr(N'M) = tr("MN) = (M, N) .
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Exercice 6

Question 5.c

En notant P = (pjj)i<ij<n On a:
Vk, 0 € [1,n], (G'G)re= PriPej-
Il vient alors :
(GG ) = (G Gs = 35 primni = GG =10 3T =4
PRI T A Rk T Ptk 710 sinon i

Remarque. Inutile d'en revenir aux coefficients : en utilisant les propriétés de la
trace, on obtient directement

(GG 1) = r((GIG)h) = t(GC) = r('GiG) = ‘GG

Travaux dirigés
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Exercice 6
Question 5.d

D’aprés a. et b. et c., il vient par exportativité des scalaires :

(66, GG = (GGG In) = (GLGC)' )

1osi(iv)) = (k.0
(‘G C) (GG Iny = j,lér’,k={0 sin(on) (k0

Travaux dirigés
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Exercice 7

Question 1.a

On admet que la fonction f est de classe € sur ]—1, +oo[. Elle admet donc un

développement limité a tout ordre N au voisinage de 0, donné par la formule de
Taylor-Young :

N F(0)

fle)=>

n—0 nt

mais qui peut aussi &tre calculé a partir des développements usuels :

t"+o(t"), t—0,

=0 L
Wi ()t W (—1y t—0.
=3 Lttty =3 t" + o(tV)
n=1 n o n+1

Par unicité du développement limité, on en déduit que
n!
n+1

VneN,  f(0)=(-1)"

Travaux dirigés
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Exercice 7

Question 2.a

La fonction f étant continue sur ]—1, +oc], son intégrale converge sur tout
segment [0, x] C ]—1, +oc[ de sorte que g est définie sur ]—1,4o00[. Puisque
I'intégrale Ll f(t)dt est convergente d'aprés la question 1.b., on peut étendre le
domaine de définition de g a [—1, +o0].

La continuité de g en —1 résulte alors de la définition de I'intégrale généralisée
convergente : par convergence de |'intégrale précédente,

0 0
g(71)=7/71f(t)dt= ~ lim / F(dt = im g(x).

-1,
x>-1 x>-1

Travaux dirigés
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Exercice 7

Question 2.c

La fonction 1 1
. 1 2
k.ng(x)Jrg(X) 2(Inx)
est de classe ¢ sur |0, +oo[ d'apres la question b., de dérivée
1,./1 Inx
’. ()X
Ko x s £(x) XZf(X) =
Mais, par un calcul élémentaire,
1 1 )
f(;) =xIn (1+;) =x(In(1+x) —Inx) = x*f(x) — xInx,
ce qui conduit & k’(x) = 0 pour tout x > 0. La fonction k est donc constante sur

I'intervalle ]0, +oof, égale a sa valeur en 1: k(1) = 2g(1) = %

Vx >0,

Travaux dirigés
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Exercice 6

Question 5.e

La famille G est orthonormale d'aprés d. donc libre. Formée de n? = dim M,(R)
vecteurs, c'est donc une base orthonormale de M,(R).

Par ailleurs, la formule de changement de base permet de réinterpréter I'identité
P~1AP = D diagonale : les colonnes Ci, ..., C, sont propres pour A et donc aussi
pour ‘A = A. Dans ces conditions, la question 3.b. assure que les matrices C;'C;,
1 < i,j < n, sont autant de vecteurs prores de ®4.

On retrouve donc ainsi le fait que I'endomorphisme ®4 est diagonalisable... et
méme un peu plus ici : il est symétrique car représenté par une matrice diagonale
donc symétrique dans une base orthonormale.
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Exercice 7
Question 1.b

La fonction f est continue sur |—1,0]. Le changement de variable affine

t=—1+uie u=t+1—0lorsque t — —1 préserve la nature de l'intégrale. Or
| 1
0< f(t) = urlul ~—|nu=o(\ﬁ), u—0,

d'ol I'on déduit la convergence des intégrales fol In udu et donc ffl f(t)dt par
comparaison a l'intégrale de Riemann convergente ]0 %A

La fonction f est également continue sur [0, +oc[. Mais
tf(t) = In(1 + t) o o
d'ou I'on déduit que
0< % =o(f(t)), t—+oo

et par suite que I'intégrale 0+°° f(t)dt diverge par comparaison a I'intégrale
dt

divergente [ 4t

Travaux dirigés
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Exercice 7
Question 2.b

Puisque f est continue sur |—1, +0c], la fonction g est de classe ¢ sur ]—1, +o0|
de dérivée g’ = f.
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Exercice 7
Question 2.d

D’apres la question c. et la continuité de g en 0, justifiée a la question b., il vient :
1 1 w2

=5 °- (7) 3

g(x) = 5(nx)* —g( ) + %

X — +o00.

= L — g0+ = 4 o(1) -
=2 & 6

1 2 2 1 2
= E(Inx) +0((Inx)?) ~ E(In x)
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Exercice 7

Question 3.a

La fonction t — “‘{iﬁ&” est tout d'abord continue sur |0, +oc[ par opérations sur

les fonctions continues. De plus, I'inégalité arithmético-géométrique donne

2 2
Ve >0, ‘u(t)v(t)‘ gl(u(t) . v(t) )
1+1¢2 281412 1+1¢2
d’'oli I'on tire la convergence absolue de I'intégrale ;m “(12';2”) dt puisque

u,veE.

Travaux dirigés
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Exercice 7

Question 3.c

La question b. assure que la formule de I'énoncé fait sens. La bilinéarité de (-, -)
résulte immédiatement de la linéarité de l'intégrale généralisée convergente et la
symétrie est triviale. Pour u € E, on a

+o0 | (4)2
(u,u):/O 12—)1*2 dt > 0.

2
Enfin, si (u, u) = 0, alors la fonction t — :gf; continue, positive et d'intégrale
nulle sur ]0, +oof, est identiquement nulle sur cet intervalle, de sorte que u = 0.

Toutes les conditions sont donc réunies pour faire de (-,-) un produit scalaire sur
E.

Travaux dirigés
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Exercice 7
Question 4.b

D’apres les questions 2.b. et 2.d., la fonction g est continue sur [0, +oo[ avec :
g(t)’ 1 ha(t)
>0, t— .
1+82 414277 +oo
2
On en déduit la convergence de I'intégrale 0+°° %dt d'aprés la question a..

Il suffit alors d’appliquer le résultat de la question 3.a. aux fonctions g et hy de E

pour obtenir la convergence absolue de I'intégrale f;m % dt.

Travaux dirigés
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Exercice 7

Question 5.a

Pour u € E, la fonction s(u) : t — () est continue sur ]0, +oc[. Le
changement de variable x = 1 (dont la validité a déja été justifiée) préserve la

nature de l'intégrale ‘
+oo )2 Hoo ,(1)2 +o00 2 00 2
[T [ [
o 1+t o b 145 x b 1+x

qui est donc convergente puisque u € E, si bien que s(u) € E. L'application s est
donc a valeurs dans E.

Exercice 7
Question 3.b

La fonction nulle est bien siir élément de E. Par ailleurs, étant donnés u,v € E et
A € R, la fonction

(u(t) + (1))’ u(e)?

o YOV | o V(e

1+ 1+P 1+ 1+e

est continue et son intégrale sur ]0, +oo[ est convergente comme combinaison
linéaire d'intégrales convergentes d'apres la question a.. L'ensemble E est donc un
sous-espace vectoriel de I'espace 4'(]0, +oc[, R) est fonctions réelles continues sur
10, +o0[.
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Exercice 7

Question 4.a

La fonction t — ’17’;_(2 est continue sur ]0, +oc[. On établit la convergence

absolue de son intégrale sur cet intervalle par comparaison aux intégrales de
Riemann en remarquant que :
he(t)
1+1¢2

~(Int)k = o(—) t—0

et

Travaux dirigés
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Exercice 7

Question 4.c

Pour k € IN, la fonction hy est continue sur |0, +ocf et I'intégrale de la fonction
h()?  ha(t)

1482 1+¢

sur ]0, +oo[ converge d'aprés la question a., ce qui suffit a assurer que hy
appartient a E.

Si j et k sont deux entiers naturels dont la somme est impaire, alors le
changement de variable x — t = % strictement décroissant et de classe ¢ de
10, o[ sur lui-méme, donne :

2 (In £te 2 (In 1yt dx
(h/,hk)=/ Wdf=/ s
0 0 +5 X
o (—Inx)tk
:/0 de:7<hjahk>v

d’oli I'on tire (h;, hy) = 0.
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Par ailleurs, pour u,v € E,
1 1 1
VE>0, (sQutv))(t) = (hu+ v)(;) = Au(;) + v(?)
= (As(u))(1) + (s(v)) (1)
ce qui donne s(Au+ v) = As(u) + s(v) et I'application s est donc linéaire : c’est
un endomorphisme de E. Enfin, pour u € E,

90, (sos())(t) = (s(u) (%) — u(t)

d’ou I'on déduit que s o s(u) = u et donc que s o s = idg. L'endomorphisme s est
donc une symétrie de E.

Travaux dirigés
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Question 5.b

Puisque s est une symétrie de E, les sous-espaces vectoriels
. 1
Ker(s —idg) = {u € E:Vt>0, u(;) = u(t)}
et

Ker(s +idg) = {u € E:Vt>0, u(%) = —u(t)}

sont supplémentaires dans E.

Exercice 7

Exercice 7

Question 5.c

F

Le méme changement de variable qu'en 5.a. donne :

Y(u,v) € E2,
G

(s(u), s(v)) = (u,v).

Exercice 7
Question 5.d

Dés lors, pour u € F et v e G, (u,v) = (s(u),—s(v)) =

Exercice 7
Question 6.b

D’apres les questions a. et 2.c., le projeté de g est donné par :

1 1 1 1
p(g) = E(ngs(g)) Lt E(g(t) +g(?)) = + Z(In t)?
soit p(g) = ahg + Bhy avec o = ’1% et 3= %.

Travaux dirigés

— (u,v) d'ol I'on tire
(u,v) =0, ce qui prouve que les sous-espaces vectoriels F et G sont orthogonaux.

Exercice 7

Question 6.a

On a la relation classique s = 2p — idg.

Exercice 7

Question 7

00 t
J= [ O e = (ho.g) = a (oo + 6 (o) = + 51 =

Travaux dirigés

Puisque hg € F et g — p(g) L F, on a (hy, g — ahyg — Bhy) = 0 d’oli I'on tire :
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