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HEC 2011

Eléments de correction

Premiere partie

1. a. Le calcul montre que J* = 3] c’est-a-dire que J est annulée par le polyndéme X*—3X = X(X—3). Dans
ces conditions, 0 et 3 sont les seules valeurs propres éventuelles de J. On vérifie que 0 en est bien
valeur propre car rg] = 1 < 3, ainsi que 3 puisque (1, 1, 1) est un vecteur propre évident associé a
la valeur propre 3 (la somme des coefficients sur chaque ligne de J étant égale a 3).

b.OnaA = %J — %]:3. Ainsi A — N3 = %(J — (2 + 1)13) n’est pas inversible si, et seulement si, 2\ + 1
est valeur propre de J. Les valeurs propres de A sont donc —3 et 1, si bien que o(A) = 1.

c. On justifie par une récurrence immédiate que J* = 3"'] pour tout n € IN*. On en déduit pour tout
n > 1, par application de la formule du bindme dans M3(RR) a I; et J qui commutent, puis dans R,

que :
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Vn>1, N(A") =a,+206,=1.
d. Il ressort immédiatement de 'expression obtenue en c. que (A") converge vers M = 3J. La matrice
M est de rang 1 et représente un projecteur : M* = {J* = 1] = M.

Il en ressort que

2. a. La matrice A étant triangulaire, ses valeurs propres sont ses coefficients diagonaux : Sp A = {1,1+
i, 1 —i}. Admettant trois valeurs propres distinctes, elle est diagonalisable dans M;(C). Par ailleurs,
on calcule sans difficulté N(A) = 1+ /2 et o(A) = V2.

b. On obtient immédiatement les vecteurs v; = (1,0,0) et v, = (0,1,0), propres pour A respective-
ment associés aux valeurs propres 1 et 1 + i. La résolution du systéme AX = (1 — i)X fait émerger
le vecteur v3 = (0, 1, —2i), propre pour A associé a la valeur propre 1 — i.
Les trois vecteurs vy, v, v3 étant propres pour A, associés a des valeurs propres deux-a-deux dis-
tinctes, ils forment une famille libre de cardinal 3 en dimension 3, donc une base de M; ;(C) formée
de vecteurs propres de A.

c. En notant

1 0 O
P=101 1
0 0 —2i

la matrice de passage de la base canonique a la base (v, v,, v), la formule de changement de base
appliquée a 'endomorphisme canoniquement associé a A donne :

0 0 0
P!AP=D=1|0 1+i 0
0 0 1—i

On montre alors par récurrence immédiate que pour tout n € IN,

10 0 1 0 0 1 0 A0
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Les valeurs propres de A" apparaissent sur la diagonale de D" semblable a A", d’ou 'expression de
o(A") = V2" = o(A)"
d. Il vient d’apres 'expression précédente de A" :

Vn>1, N(A") = max(l, V2' V2 V2"

On a alors

. nw
sin —
4

nm
— 2”/2 (1 ; _D
> = + [sin 4

1/n
) < V2.2t

Vn>1, V2 <NAN" = \/§<1 n ‘gin%

d’ou, par encadrement,

lim N(A")Y" = /2 = p(A).

n—o0o

Deuxieme partie
3. La relation AX = AX s’écrit : )
Vk e [[LP]] ) Z Ak,jXj = AX
=1

d’ou, en particulier pour k = k,

|>‘xk0| =

P
Z Ay j Xj
j=1

)4
< Z |ak07jxj’ < |xk0| Z ’ako,j‘
j=1 J=1

puis, en simplifiant par |x,| > 0,
P
Al < 22 lag, | < N(A).
j=1
Ainsi N(A) majore le module de chaque valeur propre de A et donc le plus grand o(A) d’entre eux :
0 < 0(A) < N(A).

4. a. Il vient par récurrence immédiate A"X = A"X, ce qui montre (le vecteur X étant non nul comme
vecteur propre de A) que \" est valeur propre de A", d’ot1 'on déduit que |\"| < o(A"). Cette inégalité
étant valable pour toute valeur propre A de A, et en particulier lorsque |[A\| = g(A), il en ressort que
o(A)" < o(A").

b. Il suffit de justifier que :

n—1
X" — = TH(X - ay).
j=0
C’est le cas si t = 0 en considérant que a4, . . ., a,, sont nuls. Si le complexe 1 est non nul, il admet n
racines n-iémes oy, . . . , a, deux-a-deux distinctes, qui sont autant de racines du polynéme X" — p.

Ce dernier est donc divisible par H]'.l:_ol (X — ). Ces deux polyndmes étant par ailleurs unitaires de
degré n, ils sont donc égaux, ce qui explique la factorisation précédente.

c. Si aucun des complexes «y, . .., ,—; n’était valeur propre de A, alors toutes les matrices A — A/,
seraient inversibles, et il en irait de méme de leur produit H;';Ol (A—\]1,) = A"—pul,, en contradiction
avec le fait que p est valeur propre de A". C’est donc qu’il existe j, € [0, n — 1] tel que o, soit valeur
propre de A.

d. Il vient p(A") = |u| = |ay,|" < 0(A)" car |a;| < o(A) étant donné que v, est valeur propre de A.
Avec I'inégalité de la question a., on en déduit que o(A") = o(A)".

En appliquant les inégalités de la question 3. a la matrice A", on obtient alors

0 < o(A) = (o(A)")"" = o(a")/" < N(a")/"

5. En notant A" = (ax;(n))1<kj<p € My(R), la convergence de (A") vers 0 signifie que
Vk,je[1,p], lim ax;(n) =0.
n—oo

Dans ces conditions,
0<N(AY) < > lagi(n)| ——0
1<kj<p e
d’ou I'on déduit par encadrement que N(A") converge vers 0 lorsque n — oo J0ujours par encadre-
ment, on déduit alors de la question 4.d. que la suite géométrique (Q(A)”) cenverge également vers 0,
ce qui signifie que |p(A)| < 1.
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6. a. Lamatrice A étant supposée diagonalisable, il existe P € GL,(C) telle que D = P~'AP soit diagonale.

Si p(A) < 1, alors les coefficients diagonaux Ai, ..., A, de D i.e. les valeurs propres de A vérifient
|Aj| < 1pour toutj € [[1, p]. Dans ces conditions, les propriétés admises en début d’énoncé assurent
que :

A" = (PDP™!)" = PD"P™" = Pdiag(}\{,...,\;)P"" —— POP™' =

n—o00
b. Avec les notations de la question a., ona P"'A_.P = D, = RO A) % ———D. Les valeurs propres de A, sont
donc les coefficients diagonaux de D, : ce sont les complexes e ISP Par suite,

A ‘: ! max)\-:ﬂ<1.

o(A) +el oA)+eris T o(A)+e
La matrice A, étant diagonalisable comme on vient de le voir, la question a. assure alors que la suite
(Al') converge vers la matrice nulle. D’aprés la question 5., cela implique la convergence de N(A”)
vers 0 lorsque n — oo. D’apres la définition de la convergence, il existe donc ny € IN tel que pour
tout n > ny, N(A!) < 1

c. Cest immédiat par homogénéité de I’application N (pour tous a € C et B € M,(C), N(aB) =
|a|N(B)) sachant que A. = (9(A) + ¢)A.

d. Pour n > ny, il vient d’aprés b. et ¢. N(A")/" = (o(A) + )N(AD)" < o(A) + .
Ainsi, d’apres les questions 3. et 4.d.,

Ve > 07 ElnO € ]N7 Vn 2 no, Q(A) < N(An)l/n g Q(A) + g,

0(A:) = max

1<j<p

ce qui établit la convergence de la suite (N(A")"/") vers o(A).

Troisieme partie

7. En notant A" = (ar;(n))1<kj<p €t B" = (brj)1<kj<p pour tout n € IN, on montre par récurrence sur
n > 1 que pour tous k,j € [1, p], 0 < by;(n) < axj(n). Cest vrai par hypothése au rang n = 1 et si le
résultat est acquis a un rang n > 1 donné alors :

p p
Vk.je[1,p], 0< brj(n+1) = brebej(n) < 3 aprari(n) = ar;(n+1)
/=1

=1
par hypothése de récurrence, sachant tous les coefficients positifs ou nuls, ce qui constitue le résultat
aurang n+ 1.
Il en résulte immédiatement pour n € IN que :

vk e 1], érbk,xn)\ zak,m N(a")

d’ou 'on déduit que N(B") < N(A").
Par suite, N(B")!/" < N(A")'/" pour tout n € IN*, ce qui donne o(B) < o(A) par passage 4 la limite
lorsque n — oo d’apres le résultat admis en fin de deuxiéme partie.

8. L’hypotheése s’écrit AU = sUou U = (1, ..., 1) et implique par récurrence immédiate A"U = s"U pour
tout n € IN*, d’ou 'on déduit que N(A") = s" sachant que les coefficients de A" sont tous positifs ou
nuls comme on I'a vu en 7.. Ainsi N(A")/" = s puis o(A) = s par passage a la limite lorsque n — oo.
Remarque. On peut conclure sans utiliser le résultat admis : une fois observé que s est valeur propre de
A, il vient s < p(A) < N(A) d’apres 3., mais aussi N(A) = s par hypothése.

9. Soient Ly, ..., L, les lignes de A. En notant A" = (4} ;)1<xj<p € M,(R) la matrice de lignes L;, .. L}
définies par Ly = ZL; oli o = > 7, ay; > o pour tout k € [1,p], ona-:

Vk,je[l,p], 0<aq,= U—akJ < ax
k
car A est a coefficients positifs ou nuls, d’ott 9(A’) < o(A) d’apreés la question 7.. La matrice A’ vérifiant

les conditions de la question 8., on a par ailleurs 9(A’) = o d’ou finalement o <*9(A) < N(A) d’aprés
la question 3..

10. a. La matrice Ay est inversible car diagonale a coefficients diagonaux tous non nuls.
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Quant au calcul demandé, il peut étre effectué directement, ou en se souvenant que la multiplication
d’une matrice A a droite (resp. a gauche) par une matrice diagonale D de coefficients diagonaux
di,...,d, non nuls a pour effet de multiplier chaque colonne C; de A par d; (resp. chaque ligne
Ly de A par di). Mais on peut aussi raisonner géométriquement : en interprétant Ay comme la
matrice de passage de la base canonique € = (1,...,¢,) de R? alabase e = (e, . .., e,) définie par
e; = x;c; pour tout j € [1, p], la matrice B = AL'AAx = (by;)1<kj<p représente I'endomorphisme
¢4 canoniquement associé a A dans la base e. Or

P P
Vie[1,p], oale) =x0a(c) =% arjer = ) x_j{ak,jek
k=1 k=1

d’ou, par identification sur la base e, le coefficient générique de B :

x.
\V/k,] S Hl,p]] s ka = x_]kak’j'

. C’est une application directe du résultat de la question 9. a la matrice Ay 'AAx vu son coefficient

générique obtenu en a., qui admet les mémes valeurs propres que la matrice A a laquelle elle est
semblable si bien que o(Ax'AAx) = o(A).

. Pour 8 > 0 tel que X < AX,ona:

1 .2
Vk € [[17p]] ) B < — Z A jXj-
Xk j=1

En écrivant en particulier cette inégalité pour l'entier k € [1, p] minimisant le membre droite, on
en déduit d’aprés b. que

1 27
< min — x < p(A).
p glklgp Xk J:Zl YCA Q( )

Quatrieme partie

On note X = (xy,...,%p).

11. a. Il vient, par application du résultat de la question 9. a la matrice strictement positive A :

12.

P
o(A) > min ) a; > 0.

1<k<P]:1

. Par inégalité triangulaire et par positivité de A, il vient :

Vk e [1,p],

k
> kX
j=1

ce qui traduit précisément que |[AX| < A |X]|. Sachant que X est propre pour A associé a la valeur
propre A de module o(A), on a par ailleurs |[AX| = |[AX| = |A||X| = o(A) |X|, d’ou finalement
o(A) [X] < A[X].

p
< D akj |l
=1

. Le vecteur X étant non nul en tant que vecteur propre de A, il existe j, € [1, p] tel que x;, # 0 et

alors, par positivité de |X| et stricte positivité de A :
P
Vke[tpl, > Ak, j |x]| 2 Ak, |xjo| >0,
j=1

ce qui montre que Z = A [X| > 0.

.Onavuenb.queY > 0 a partir de quoi on montre, comme en c., que Y # 0 implique AY >0 j.€.

0(A)Z < AZ

. Sous 'hypothése Y # 0, on peut donc appliquer la question 10.c. au réel positif 5 = 9(A), ce qui

conduirait a la conclusion p(A) < g(A)... C’estdonc que Y = 0 i.e. A [X| = o(A) |X] : comme X # 0,
cela montre que |X| est vecteur propre de A associé a la valeur propre o(A).

. On reprend la démonstration de I'inégalité triangulaire. On a :

(2l + |2)° = |2 + 2| = 2" + |2]° + 2|z |2 — (21 + 2) &St 2)
= 2|z12,| — 2Re (217;) = 2 |z12,| (1 — cos(6; — 6,)).
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13.

14.

15.

16.

L’égalité |z, + z,| = |z1| + |z.| implique donc, puisque z; et z; sont non nuls, cos(f; — 6,) = 1 ie.
I'égalité des deux réels 0, et 0, de I'intervalle [0, 27].

b. On procéde par récurrence sur p > 2. Le cas p = 2 vient d’étre traité dans la question a.. On le
suppose a présent, pour p > 3 donné, acquis au rang p — 1. Par inégalité trlangulalre, ona:

P p—1
2% > %
J=1 j=1
et I’égalité des membres extrémaux n’est possible que si 1es deux 1negahtes sont des égalités : pour
la seconde, cela implique par hypothése de récurrence que z, . . ., z,_; ont méme argument, qui est

alors aussi celui de leur somme, de ce fait non nulle. Quant a la premiére, cela implique alors que z,
a méme argument que z; + - - - + z,—; et donc que zy, ..., z,_;, d’ou le résultat.

p—1
- ZIZJHP\ < + 2| < |z,| +|z| = |z,|
J= =

D’apres la question 11., p(A) |X| = A|X| = Z > 0 avec o(A) > 0 d’ou 'on déduit que |X| > 0.
Comme on I'a vu en 11.b., I’égalité o(A) |X| = A|X]| établie en 11.e. s’écrit encore |AX| =
c’est-a-dire

P
Vk € [[LPH; Zakﬁjxj :Z|ak1xj|
J=1 Jj=1
par positivité de A. Pour k = 1 par exemple, la question 12.b. assure que les complexes a; 1 xi, . . ., a1 pXp,
non nuls comme on vient de le voir, ont méme argument. Par stricte positivité de A de nouveau, on en
déduit que x, . . ., x, ont méme argument, d’ot1 le résultat.

a. D’apres les questions 11.e. et 13.,
o(A) [X| = A|X| = AXe ¥ = AXe ™ = \ [X|

d’ot 'on déduit que A = p(A) sachant que X # 0.

b. Sous les hypothéses de I'énoncé, le vecteur u;V — v, U appartient au sous-espace propre de A pour la
valeur propre o(A). Sa premiére coordonnée étant nulle, il ne peut s’agir que du vecteur nul d’aprés
13.: 4,V —wU = 0, ce qui implique u; = v; = 0 puisque la famille (U, V) est libre, et contredit donc
le résultat de la question 13.. Il ne peut donc exister deux vecteurs linéairement indépendants dans
le sous-espace propre pour la valeur propre o(A), non nul d’aprés 11.e., qui est donc de dimension
1.

a. Par invariance du rang, on a rg(A — Al,) = rg'(A — AI,) = rg('A — AI,) pour tout complexe \.
Un complexe A étant valeur propre de A (resp. de ‘A) si, et seulement si, rg(A — AI,) < p (resp.
rg(*A — AL,) < p), les matrices A et ‘A ont donc mémes valeurs propres.

b. D’apres les questions 14.a. et a., o(A) est la valeur propre de module maximal de la matrice stricte-
ment positive ‘A. Dans ces conditions, la question 14.b. assure que le sous-espace propre associé est
une droite, dirigée par un vecteur ayant toutes ses coordonnées strictement positives d’apres 11.e. et
13.. Les coordonnées du vecteur Z, qui en est nécessairement un multiple non nul, sont donc toutes
strictement positives ou toutes strictement négatives.

c. Le réel 'ZU ayant d’aprés b. méme signe que chacune des coordonnées de Z, toutes non nulles, on
aY > 0. Par ailleurs, Z étant valeur propre de ‘A pour la Valeur propre o(A), il en va de méme pour
Y : ‘AY = o(A)Y. Enfin, le calcul donne YU = ='ZU =

a. Dans cette question, on identifie M a I'’endomorphisme de R? qui lui est canoniquement associé.
1l vient immédiatement M*> = (U'Y)(U'Y) = U(‘YU)'Y = U’Y = M d’apreés 15.c., ce qui montre que
M est la matrice d’un projecteur.
Par ailleurs, on a MX = U(*YX) = (‘'YX)U € VectU pour tout X € R? car 'YX € R si bien que
ImM C VectU. Comme M # 0 puisque MU = U # 0, I'image de M est donc la droite dirigée par'U.
Quant a son noyau, il est formé des vecteurs X € R? tels que MX = 0 i.e. ('YX)U = 0 olyencore
'YX = 0 puisque ‘YX est un réel et U un vecteur non nul. Il s’agit donc de I’hyperplan‘défini par
I’équation 'YX = 0 puisque Y # 0, c’est-a-dire ’hyperplan normal au vecteur Y dams, R? euclidien
canonique.

b. On note pour commencer que M (et donc I, — M) commute avec A :

MA = U'YA = U'('AY) = o(A)U'YY = AU'YY = AM
Par ailleurs, on a A"U = p(A)"U et donc A"M = o(A)"M pour tout n € IN.



ECS2 - Lycée La Bruyére, Versailles HEC 2011 -6

En remarquant que
UV 1 1
o(A) o(A) o(A) o(A)

ou I, — M représente le projecteur sur Ker M parallélement a Im M, on peut alors écrire :

(A —0(A)UY) = (A — AUY) = A, — M) (1)

n

(fA)A - M)n — (@A)n(lp M) = (@A) I, — M)
= (LA)n — LAHM — (LA> — M.
o(A) o(A)" o(A)"
17. a. Sachant que p # 0 et compte-tenu de (1), on a :
W = i(A — o(AM)W = iA(Ip - M)W

d’ou )
MW = ~AM(I, — M)W = 0
i

sachant que A et M commutent et que M(I, — M) = 0 vu que M est une matrice de projecteur.
De la relation (A — o(A)M)W = pW, on déduit alors que AW = pW c’est-a-dire que W # 0 est
vecteur propre de A pour la valeur propre p. Par suite, || < o(A).

b. Si p, valeur propre de A d’aprés a., était de module égal a o(A), ce serait la valeur propre de module
maximal de A, associée a un sous-espace propre engendré par U d’apres 14.. Le vecteur U serait
donc colinéaire a W # 0 et 'on aurait

1U = (A — o(A)M)U = AU — p(A)U'YU = 9(A)U — o(A)U =0

d’aprés 15.c., ce qui contredirait 1 # 0. L’inégalité de la question a. est donc stricte : || < o(A).

c. Puisque le spectre de A — o(A)M est fini, la question b. (dont le résultat est encore valable pour ;1 = 0
d’aprés 11.a.) met en évidence que (A — o(A)M) < o(A) i.e., d’aprés I'homogénéité évidente de o
(pour tous o € C et B € M,,(C), o(aB) = |a] 0o(B)),

Q(@A . M) <1

D’apres le résultat admis en fin de deuxiéme partie et la question 16.b., il en ressort que
1 n 1 n
(—A—M) - <—A> M ——so0,
o(A) o(A) no0

i.e. que

. 1 "

lim <—A> =M.

Cinquieme partie

18. a. Vu 'expression des coordonnées d’un vecteur en base orthonormale, ona s; = Ve, # 0 car Vy > 0
par hypothése et |e;| > 0 d’aprés 11.e. et 13. car e; dirige le sous-espace propre de A pour la valeur
propre de module maximal.

b. A partir de la décomposition de V, sur la base (ej, . . ., €,), on obtient sans difficulté
P
Vhe N, V,=A"V;=> si\le. (2)
k=1

Vu l'expression de la norme en base orthonormale,
2 : 2y2n
Vne N, [[V,|" =) sih
k=1
ou les termes d’indice k > 2 sont négligeables devant celui d’incice k = 1 car s;_# 0 d’aprés a. et
|A1| > | M| pour tout k > 2. Ainsi ||V,||* ~ s?A?" lorsque n — oo, d’ot
2
[Vall? st

=X 2N, n—o oo
HV,,HZ s%)\%n 1 1
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puis

Vi
A

nvoe ||Vl

M| =0(A) =\

d’aprés 14.a..
c. D’apres (2),

V., A" P!
Vn e N, 5 _(311 Sl)el—l-zskkek

. _el — —_
[Vall - [s1] IVall - 51 i=2 [IVall
d'ot A\ P 2\ 2n
A\ S 2 SIAT S \2 SEAL
Vne N H 1 — —e :( __> _|_Z '
COVRE s Vol [l i ([ Val)?

D’aprés ’équivalent ||V,|| ~ |s;| Al lorsque n — oo obtenu en b., tous les termes de la somme
ci-dessus convergent vers 0 d’ou finalement

vV, s { e, sis; >0

im —— = —e = i
n—oo [Vl |s1] —e sis; <0

19. Le code ci-dessous convient :

Listing 1 : Calcul approché de la valeur propre maximale et d'un vecteur propre associé

function [V,lambda]=elements_propres(A,V0,n)
V=VO0;
for k=1:n
V=A*V;
end
W=A%*V;
lambda=sqrt ((W’*W)/(V’*V)) ;
V=V/sqrt (V’*V);
endfunction




