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L'utilisation de toute calculatrice et de tout matél électronique est interdite.

Exercice 1

Dans cet exercica désigne un entier naturel supérieur ou égal a 2.
On consideére la fonctiofy définie, pour toutxy, X, ..., X,) de 'ouvertU =0, o[ ", par :

n n 1 1 1 1
fn y gy saay = E . E— = .
0200 (izl)(l)(i=1xi) et +Xn)(><1 +x2 ' +Xn)

1) Montrer qud, est de classé? surU.
2) Montrer qud, posséde une infinité de points critiquas &, ..., a,) et les déterminer.

3) a) Déterminer les dérivées partielles secondés d

b) Vérifier que la hessienrd, def, en un point critique quelconque fieest proportionnelle a la
matriceK, =nl, —J,, oul, désigne la matrice unité de&,(R) etJ, la matrice dem,(R) dont tous les
éléments valent 1.

4) a) Déterminer le rang di. En déduire que 0 est valeur proprelget déterminer la dimension
du sous-espace propre associé.

b) Vérifier que le vectew,, €lément dew,(R), dont tous les éléments sont égaux a 1, est un
vecteur propre dé,.

c) A l'aide des questions précédentes, donnerdksirs propres di, puis celles d&,.

d) Montrer que I'on ne peut pas, de cette faconckoe a I'existence d’un extremum localfde
sury.

5) Etude du cas = 2

a) Comparer les réels;(+x,) % et 4x; Xo.

b) En déduire quk admet sur ]O, e[ x ]0O, +eo[ un minimum global et donner sa valeur.
6) Etude du cas général.
On considére I'espace euclidien "Rmuni de son produit scalaire canonique. En apaliqu
I'inégalité de Cauchy-Schwarz a deux vecteurs likaisis de R, montrer quef, admet un
minimum global sutJ, égal an>.



Exercice 2

On se place dans un espace eucliiete dimensiom, oun désigne un entier naturel supérieur ou
égal a 2.

Le produit scalaire des vectewrsty deE est noté &/y) et la norme d& est notée K ||.

On désigne padd 'endomorphisme identique de

On considere un vectewr de E dont la norme est égale a 1, un r&ehon nul et on notd,
I'application qui, a tout vectewdeE associdi(X) =A (x/u)u+x.

1) Donner la dimension de (vea))".

2) Montrer qud, est un endomorphisme &e
3) Montrer que le polyndm¥? — (\ +2)X + (A +1) est un polynéme annulateurfie

4) a) Montrer qué, est un endomorphisme symétriquekde

b) Déterminef, (u) etf, (v) pour tout vectewv de (vect())".

c) Etablir alors qué posséde deux valeurs propres distinctes et ddemeous-espaces propres
associés a ces deux valeurs propres.

5) Dans cette question on suppose xjee-1.
a) Vérifier quef_; est un projecteur.
b) Montrer plus précisément qfie est le projecteur orthogonal sur (veg)(.

Exercice 3
Dans cet exercice désigne un réel strictement positif.
On considére deux variables aléatoidéset Y, définies sur un espace probabilige, (2, P),
indépendantes, et suivant toutes deux la loi umiésur [0a[.
On poseZ = |X-Y| et on admet queY>-X-Y etZ sont des variables aléatoires a densité, elles aus
définies sur I'espace probabilis®,(1, P).
1) a) Déterminer une densité d¥.—
b) En déduire que la variable aléatofre Y admet pour densité la fonctigrdéfinie par :
a-|x| o |
——— si x([-a, a
9(®) =1 a?
0 sinon

On noteG la fonction de répartition dé—.

2) a) Exprimer la fonction de répartitibhde la variable aléatoizéen fonction des.
b) En déduire qu’une densité Aest la fonctiorh définie par :

2(a—x)
hx)={ a2
0 sinon
3) Montrer queZ possede une espérance et une variance et lesaéter

si xO[0, a]

4) Simulation informatique.
On rappelle qu’en Turbo Pascal, la fonction rang@mmet de simuler la loi uniforme sur [0, 1].
Compléter la déclaration de fonction suivante piuielle retourne a chaque appel un nombre réel
choisi selon la loi d&.

Functiorz (a: real) : real ;



Var x,y:real;
Begin

Probleme

Préliminaire : un résultat utile pour la partie 2.

1 k+1 1
1) a) Montrer que, pour toutde IN, on a :——— <
) a) que, p — [ i \/—
b) En déduire que, pour tout entier naturelipérieur ou egal az2,ona:
n

Z I—t—Z

2) Montrer enfin que :

n—l

11
OnON%, 24/n — Z

k=1 k
Partie 1 : convergence compléte.

1) Soit une suiteX,)n-1 de variables aléatoires définies sur un espadeapilisé Q, 4, P) et une
variable aléatoire, elle aussi définie sur cet espace probabilisé.

On suppose que la suitX,f converge complétement ve¥s c'est-a-dire que, pour tout réel

strictement positif, la série de terme gén&@KX, — X | = € ) est convergente.
Montrer que la suiteX,) converge en probabilité vexs

2) On se propose dans cette question d’étudierxemple montrant que la réciproque de cette
propriété est fausse.
Pour ce faire, on considére une sui¥){: de variables aléatoires définies sur un espace
probabilisé Q, 4, P), indépendantes et suivant toutes la loi de Poideoparametre-
n
a) Déterminer la probabilité(Y, = 1).
1

b) Soite un réel strictement positif. Montrer quele > 0, 0< P(Y,=2¢g)<1—-e ",

c) En déduire que la suit¥) converge en probabilité vers la variable aléataiille.

d) Utiliser la valeur dé&(Y, = 1) pour en déduire que la suidg)(ne converge pas completement
vers la variable aléatoire certaine nulle.

Partie 2 : étude d’'un exemple.

Dans cette partie, on considére une siBi§{; de variables aléatoires, toutes définies sur lmené
espace probabilis&)( 4, P), et telles que, pour tout entier natukehon nul, Bk suit la loi de

. . 1 . , .
Bernoulli de parametre\/—? On suppose que les variables aléatoiBgssont deux a deux

indépendantes.

n
Pour tout entier naturel non nul, on pos&, = Z B, etzZ,=
k=1 n

aléatoiress, etZ, sont, elles aussi, définies s, (4, P).

et on admet que les variables



On se propose, dans les questions 1) et 2), derenante la suiteZ,) converge en probabilité vers
la variable aléatoire certaine égale a 1 et, demgjliestions suivantes, de montrer que la stije (
converge compléetement vers cette méme variable.

1) a) Pour touh de INv, donner sous forme de sommes les expressioB§Heet V(S,).
b) Vérifier queV(s) < E(S).

2) a) Montrer qué( |Z,-1|=2¢)<s ——.
(12, ) e2E(S,)

b) Etablir que la suiteZ) converge en probabilité vers la variable aléatogrtaine égale a 1.

3) A l'aide de l'inégalité établie a la question) 2k cette méme partie, montrer que la série de
terme généraP( | Z , —1|= ¢ ) est convergente.

1

4) On désigne pa, la partie entiére dl&4, et on a donc eﬁs n< (e, +1)4.
BT (N
E(S(enﬂ)“) E(Se;‘)

E(S,) E(S, .p¢)
—enze:]1 <Z,< Y\ oy
E(S(enﬂ)“) E(Se;‘)

a) Montrer que, pour toutde IN, on a :

N

b) En déduire que, pour tontde IN, on a :

, (S, ..
5) a) Etablir quelim —a"" =
Nn- +oo E(Sqi)

b) En déduire que, pour tout resstrictement positif et pourassez grand, on a:
M <1+ecet E(Se"‘l) > 2+e ,
E(Seﬁ) E(S(en+1)4) 2(1+¢)
c) Montrer que, pour tout réelstrictement positif et pourassez grand, on a :

(Zo<1-8)0(Z,-15-£") et @2 1+e)0(Z —122).

(e +D)*
d) En déduire alors que, pour tout réstrictement positif et pourassez grand, on a :

P(|Z,-1|z¢)<P(|Z

€ 2
(en+1)4—1|2 E)+P(|Zeﬁ_1|28 ).

e) Conclure qu’'effectivement, la suit&, converge complétement vers la variable aléatoire
certaine égale a 1.



