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HEC 2008

Eléments de correction

Premiere partie

1. a. La fonction

F:(x,%) € R*— %(xf +x+ 1)+ %(xl +x; + 1)

est polynomiale donc de classe € sur R? avec :

V(xi, %) € R®,  VF(x, %) = (2% + 2x% + 3% + x5 + 1,2x; + 2x,% + 3% + x + 1).
b. Pour (x;, x,) € R?,
VE(x,3) =0 <= {81F(x1,x2) =0 PN {alF(xl,xz) =0
O5F(x1,%,) =0 O1F(x1, %) — O.F(x1, %) =0
ou
OF(x1, %) — OF (1, %) = 2(x — %)) +3(3¢ — %) — (xF — x5)
= (3 — %) (2% + 22126, + 22 +3 — x3 — Xz),

d’ou le résultat.

c. Pour (x;, x,) € R?,

2xF +2x1%6, + 2% —x; — 6+ 3= (X + 200 +x5) + (¥ —x) + (xF — x,) + 3

) 1\2 1N 55
= (% + x2) —|—<x1—§) —|—<x2——) +§>§>0

si bien que dans le systéme obtenu en b., la deuxiéme équation devient x; = x, puis la premiére
2x; + 3x] + 3x + 1 = 0. Inspiré par I’énoncé, on vérifie que —; est solution de cette derniere
équation polynomiale, puis la factorisation

3 2 _ 1 2
20 +3x +30 +1=2(x + ) (6 + 3 +1)

met en évidence que c’est la seule dans R. La fonction F admet donc A = (—%, —%) pour seul point
critique.
d.Ona:

2
V(x, %) € RE,  V2F(x,y) = (6x1+2x2+3 2x1 + 2% )

2x; +2x; 6% +2x+3

(4, 9)-(,)

ourt —s* =2 > 0etr>0.Lafonction F présente donc au point A un minimum local.

e. Pour X = (x1, x;) € R?, il vient :
2x; 1
X) =
100 = (%0 )

2 1 2 1 2x3 + 2 2+ 1
10050 = (57 L ) (B e ) = e s = vE.
x,+x+1 2x; +2x1% + 3%, + x7 + 1

En particulier au point A,

puis

2 45> +1  2x, + 2x 2 0
G(X (X)V2f(X) = 1 ! 2 2 1
00+ A0V = (5L BB ey (30

+ (5 +aa 1) (0 0)

0 2
6x2 + 2x, + 3 ixl +20 ) _ gop &
2x1 + 2x, 6x; + 2x; + 3
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2. a. Ici encore, la fonction
l n
F: (Xl, xz) < RZ — 5 Z(aixl + bixz — Ci)z

i=1

est polynomiale donc de classe € sur R", avec par exemple

V(x, %) € R®  0F(x, %) = ailax, + bix, — ¢;) = {(a, ax; + bx, — ¢)

i=1
||aH2x1 + <Cl, b> X2 — <(l, C) )
et plus généralement
v(xl) XZ) < RZ’ VF<X17 x2) = (Ha“z X+ <a7 b> X2 — <a7 C> ) <a7 b> X+ ||b||2 X2 — <b7 C>)
b. La famille (qa, b) étant libre par hypothése, I'inégalité de Cauchy-Schwarz dans R" euclidien cano-
nique assure que ||al|®||b]|* — (a, b)* > 0. Le systéme
la|l® x, + (a, b) x, = (a, c)
{a,b) x; + ||b]|* x, = (b, )
d’inconnue (x;, x) est donc de Cramer ; on le résout aisément pour obtenir I'unique point critique
de F:

VE(x;, %) =0 <= {

~ o~ 1
X1,X) =
(1. %) lall? [[8]* - (a, b>2(

vX e R’ VF(X) = (J':'; <Hal;|f2>) - C i)

ou rt — s = |la||*||b]|* — (a, b)* > 0 et r > 0. Ainsi la hessienne de F est-elle définie-positive au
point critique (X;, X, ), si bien que F y présente un minimum local.
d. Par théoreme et par croissance de la fonction carré sur R, la quantité

161* (a, ¢) = (a, b) {a, ¢) , llall* (b, ) — (a, b) {a. c)).

1 1
F(x;, x) = 2 ||ax; + bx, — cH2 =5 |u — cH2

est minimale lorsque u = x;a + x, b est égal au projeté orthogonal du vecteur ¢ sur le sous-espace
vectoriel Vect(a, b). Sachant que la fonction F admet un unique point critique, seul extremum éven-
tuel, ce projeté orthogonal est donc égal a X;a+ X, b et la fonction F présente en (X, X;) un minimum

global.

3. L’énoncé aurait pu préciser la définition de s* pour lever 'ambiguité (facteur 5 ou —= devant la somme) :
T= lznjci et = lzn:(ci—ﬁ)z.
ni= ni=
a. D’aprés 2. avec a = b = (1,...,1) (Chypothése (a, b) libre n’intervient qu’a partir de la question
b.), la fonction F est de classe € sur IR?, avec :
V(x1, %) € R®, VF(x,x) =n(x +x — ¢ x + x —C).

Les poins critiques de F sont donc les points de la droite affine d’équation x; + x, =¢.
b. Etant donné un point (X, x;) critique pour F, i.e. tel que X; + X, = ¢, on a:

~ A 1&
F(R,%) = - 2 (e — a)f = ="
24 2
Pour (x, x;) € R, il vient alors :
~ o~ _1n 2 — 2_<x1+x2_z‘)n —
F(x1, %) — F(x1, %) = EZ«XI +x,— ) = (c—q)?) = Yy (x1 4+ %, + 2= 2¢)
i=1 i=1
xX1+x—7c _ _ n _
= (12—2)(n(x1 + X, + C) - ZT’ZC) = E(xl + X — C)Z.

c. Il ressort immédiatement de b. que pour tout point critique (X, %;) de F,
V(X17X2) - IR,27 F(X17X2) —F</351,/352) 2 0

si bien que F y présente un minimum global.
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Ce résultat peut étre obtenu plus directement en étudiant les variations de la fonction d’une variable
Y x — 3y 1 (x — ¢)?: il apparait sur Pexpression de ¢’ : x — n(x — ¢) que ¢ est strictement
décroissante sur |—00, ¢] puis strictement croissante sur [¢, +oo|. Elle présente donc un minimum
strict égal a 2%, atteint au point ¢. Puisque x; + x, prend toutes les valeurs réelles lorsque (x1, x;)
décrit R?, il en ressort que F admet un minimum global égal a Zs°, atteint en tout point tel que
X+ x = C.

4. a.Ona:

d’out VF(X) = T(X)f(X).
b. Pour k,j € [1, p],

d’ou le résultat :

Deuxieme partie
1. Pour he R, ona:

L(R) = o (%) +JOORIE = S IFOOI + GX)h,F00) + - ((X) R IOR)

2
1 1 1
= 5 IFCOIF + "AIOF(X) + S HII(X)h = FX) + *hVE(X) + ~*hG(X)h
d’aprés L.4.a. et par définition de G(X).
2. a. La matrice P est diagonalisable en tant que matrice symétrique réelle.
b. Plus précisément, il existe des vecteurs vy, ..., v, propres pour P, respectivement associés aux va-
leurs propres s, ..., 0,, et formant une base orthonormale de R?. On a alors P = Zle 0;v'v;.
Pour h € R?, on a alors, vu 'expression du produit scalaire en base orthonormale :

u 2 u 2 u 2 2
heH] = 0, oy 7| < 18] vy B <83 (3. ) =6
J= J= J=

t
vk

3. a. La fonction F étant de classe € sur R par opérations sur les fonctions %, elle admet au point X le
développement limité a 'ordre 2 :

1
F(X + h) = F(X) + 'hVE(X) + EthVZF(X)h +o(||h|I*), h—o0.
b. D’aprés a.,
F(X+ h) —L(h)
I 2 ||h||
Or, en notant 6 le réel associé a la matrice symétrique réelle V?F(X) — G(X), on a:
F(X+ h) —L(h) ’
il

‘h(V*F(X) — G(X))h+ o(||h]|]), h—o0.

1 0
< Y |fh(V2F(X) — G(X))h‘ + o(||A|) < 3 Ihl| + o(||R])), h—0
si bien que
o FX k) — L(h)
h—0 [l

=0

par encadrement.
4. a.0Ona:

)
Vh=(hi,...,h) € R, i (h) = ;a—()

si bien que :
8@1 8F

i p _r- =
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Quant a ¢, :pourj € [1,p] et h= (hy,..., h,) € R?,ona:
a(h) = >0 gre(X)hehe = g ;(X)R + > gro(X) hichet

1<k <p 1<k l<p
k=jt#j
+ Z gk,g<X>hkhg + Z gk’g<X) hih,
1<k, b<p 1<k L<p
k#jl=j k#j,L#£]
= gi(X)h +2 3 gaX)hh+ > gre(X)hehe,
1<k<p 1<k,0<p
k) KAL)
car G(X) est symétrique, d’our :
Jipy L
W(h) =2g,,(X)h+2 >0 guX)he =23 g1(X)h
J 1<ksp k=1
Py

b. D’apreés la question 1.,
1
Vhe RP, L(h) =FX)+ ¢i(h) + Egoz(h)
d’ou, d’apres a. :
JL OF P
Vhe R, Vje1 —(h) =—(X (X)h
R el G =500+ X gl
et, par suite :
Vhe R?, VL(h) = VF(X) + G(X)h.
c. A partir de a. et b., il vient :
(92L 62@1 1 82@2
h) = = h) = gr;(X
omt, ) = ety M) T 2 om0
si bien que VZL(h) = G(X) pour tout h € R?.
5. a. Lamatrice 'J] est carrée d’ordre p, symétrique réelle donc diagonalisable Si A en est une valeur propre
et V un vecteur propre associé, alors 'V({JJV) = M'VV = X\ ||V||* d’ots, en comparant a ‘V(*]JV) =
‘GV)IV = |JV|)* avec ||[V]| > 0 car V # 0, A = “JV"‘L > 0.
b. Si ‘J] est inversible alors, pour tout X € Mm(f&i) JX = 0 implique ‘JJX = 0 et donc X = 0. Ainsi
Ker] = {0} puis, d’aprés le théoréme du rang, rg] = p — dimKer ] = p.

Vk,je[1,p], VheR?,

6. Si h est un point critique de L, alors VL(E) = 0 si bien, d’apres 4.b., que :
(h, VE(X)) = 'hVF(X) = —='hG(X)h = —"hJ(X)J(X)h = — [J(X)h[* < 0. (1)
7. a. Si G(X) est inversible alors, toujours d’apres 5.b.,
VL(h)=0 <= VFX)=-G(X)h <= h=-G(X)'VF(X)

~

si bien que L admet un unique point critique : h = —G(X)'VE(X) = —G(X)""J(X)f(X) d’aprés
IL4.a.

b. Pour justifier que h est une direction de décroissance pour F, il suffit de vérifier que llnegahte
ih VE(X)) < 0 établie en 6. est stricte. Or, en cas d’égalité, on aurait J(X )h = 0 d’apres (1) puis
h = 0 d’apreés 5.b. puisque G(X) est inversible par hypothése. Mais cela impliquerait d’aprés a
VE(X) = J(X)f(X) = 0, en contradiction avec les hypothéses.
Par ailleurs, la matrice V2L (h) = G(X) = J(X)J(X) est définie-positive : ses valeurs propres sont
positives d’apres 5.a., et non nulles car G(X) est inversible par hypotheése. La fonction L présente
donc au point critique h un minimum local.

Troisieme partie

1. Lamatrice ‘J] € M, (R) étant symétrique réelle, il existe une base orthonormale (Vy, .<.,V,) de M, ;(R)
formée de colonnes propres de 'J], respectivement associées a des valeurs propres Ay, ..., A, Ces va-
leurs propres étant toutes positives ou nulles d’aprées II.5.a., on peut suppdser que \; > --- > A\, >
Ag+1 = -+ = A, = 0, quitte a réordonner les vecteurs Vy,...,V,,.
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En notant V la matrice de passage de la base canonique de M, ;(RR) a la base (Vy,...,V,), orthogo-
nale car ces deux bases sont orthonormales, la formule de changement de base assure que 'VJJV =
V7'(J))V = D = diag(\y, ..., Ap). Il reste & remarquer qu’a remarquer que par définition, Vy,...,V,
sont en fait les colonnes de la matrice V.

2. a. Puisque V est orthogonale et sachant que deux matrices semblables ont méme rang, on a rg'J] =
rgD = gq.

b. Pour i € [1,q], onaJJ(JV;) = J('JIV:) = AJV; ou JV; # 0 puisque JJV; = A}V, # 0, si bien que JV;
est vecteur propre de J'J pour la valeur propre \;.

On a ainsi établi 'inclusion (Sp JJ) \ {0} C (SpJJ) \ {0}. En appliquant ce résultat a la matrice ’J (en
lieu et place de J), on en déduit 'inclusion réciproque pour finalement conclure que (Sp'JJ) \ {0} =
(SpJ) \ {0} : les deux matrices JJ et J'] ont les mémes valeurs propres non nulles.

c. Etant donnés des réels o, . .., a, tels que >, a;JY; = 0, il vient Y, 'JJY; = O ie. >, o AY; = 0. La
famille (Y;,...,Y,) étant libre par hypothése, on en déduit que a;A = 0 et donc o; = 0 pour tout
i € [1,r] car A # 0. Ainsi la famille (JY;, ...,JY,) est libre dans M,,; (R).

d. Soit A # 0 une valeur propre de 'JJ. A partir des résultats des questions b. et c., on observe que
dimE, (']]) < dimE,(J]). En appliquant ce résultat a la matrice ‘J, sachant que \ est valeur propre
de J'J d’aprés b., on obtient I'inégalité réciproque, pour finalement conclure que dimE,(‘J]]) =
dimE, (J') : les sous-espaces propres des deux matrices ‘JJ et J*] associés a4 une méme valeur propre
sont de méme dimension.

Il en ressort, avec le résultat de la question a. appliqué & J et a '], que :

rg] 7= Y dimE\(J9) = Y dimE\(J))=rg']J=¢q. )
AESPJY] AESP ]
A£0 220

3. a. Pour i, j € [1, 4],

1 by 1 sii=j
tUiU' - —tVit e —]tViV' -
T 2y 1Y; A ! 0 sinon

d’apres 1., si bien que (Uy, ..., Uy) est une famille orthonormée de M, ;(R), dont les vecteurs sont
propres pour J'J d’apreés 2.b..

b. D’apres 2.b. et a., (Uy, ..., U,) est une famille orthonormale donc libre formée de g vecteurs du sous-
espace @Ae(spm)\{o} E(J¥). Comme ce sous-espace est de dimension q d’apreés (2), c’en est donc une
base orthonormale. Enfin, comme E,(J']) en est le supplémentaire orthogonal dans M, ;(R) puisque

JYJ est symétrique réelle, cette famille peut étre complétée par des éléments de Ey(J*]) en une base
orthonormale de M,,; (R).

4. On peut remarquer pour commencer que la matrice U est orthogonale d’apres 3.b..
Il est alors possible de justifier la relation S = ‘UJV grace a la formule de changement de base, mais le
plus simple est de faire appel a des produits par blocs : la matrice JV a pour colonnes JV;, 1 < j < p,
et la matrice ‘U pour lignes U;, 1 < i < n. Le produit ‘UJV € M, ,(R) admet donc pour coefficient
générique 'UJV,;, 1 < i< n, 1 <j < p, que on va calculer en distinguant trois cas :
> Si i, ] < q,

UV, =

_tVitJJVj — _]tvlvj — {\/A_l S11 ] )

Vi Vi 0 sinon

= Sii> getj< g U; € Ey(JY) alors que JV; € Ey,(J']) C E¢(J'J)™ si bien que ‘UJV; = 0.

IV,|I> = v (JJV;) = 0 car V; € Eo(J'), et par suite ‘UJV; = 0.

Dans tous les cas, ‘U;JV ; = Sij, sibien que S = 'UJV c’est-a-dire, comme U et V sont orthegonales,
J = US'V.

> Sii,j> g, alors

5. a. D’apres 1., ‘'V('JJ + uI,)V = D + pd,, si bien que 'JJ + I, admet pour valeurs propres.les réels de la
forme \; + p > pu > 0,1 < i < p. Puisqu’ainsi 0 n’en est pas valeur propre, la mafrice ‘JJ + pl, est
inversible.

b. A partir de ] = US'V, il vient '] = V'S'U. Par ailleurs, on a vu en a. que ‘JJ % ul, = V(D + pul,)'V
d’ou (JJ + pl,) "' = V(D + pl,) "'V puis finalement (J] + pI,) 7] = V@ ul,)~''S'U. 1l ne reste
plus qu’a vérifier facilement a partir des définitions de R et S que (D + pI,)"''S = R.
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c. Par un nouveau calcul par blocs,

NV

t
i Ui
=S

»
(‘7 + pl,) "' = V(RU) = vt(rMU1 o rpUy) = ; ViU, =

6. a. Immédiat a partir de 3.a. et d’'un théoréme opératoire évident.
b. On obtient classiquement, d’apres II.4.,
Vhe R, VM(h) = VL(h) + ph = VF(X) + (G(X) + ul,)h
et
Vhe R?, V’M(h) = VL(h) + pl, = G(X) + ul,.
c. D’aprés 5.a. appliqué a J(X), la matrice G(X) + uI, = 'J(X)J(X) + 1, est inversible, si bien que :
VM(h) =0 <<= VFX)+ (GX)+pu,)h=0 <= h=—(G(X)+ ul,) 'VFX).

D’apreés la question 5.c. (et en conservant pour J(X) les notations introduites pour J tout au long de
cette partie), la fonction M admet donc pour unique point critique :

W= —(G(X) + uL,) M IX)f(X) = :i %Wmf (X).

d. La fonction M présente au point critique #* un minimum local : en effet, sa matrice hessienne y est
définie-positive puisque toutes ses valeurs propres sont strictement positives d’apres 5.a..



