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Suites et fonctions d’une variable

Travaux dirigés

THEME 1 : DEMONSTRATION DU THEOREME DES SUITES ADJACENTES

Soient (u,),en une suite croissante et (v,),cn une suite décroissante telles que lim v, — u, = 0.
n—o0

1. Montrer que la suite (v, — u,) est décroissante et en déduire que u, < v, pour tous p,q € IN.

2. Justifier que les suites (un)ne]N et (vn)nelN convergent vers une limite commune.

THEME 2 : THEOREME DES SEGMENTS EMBOITES ET APPLICATIONS

1. Démontrer le théoréme des segments emboités qui s’énoncé comme suit : Soit ([a,, by]) e une suite
de segments emboités au sens ou [a,.1, byy1| C [an, by pour tout n € IN. Si b, — a, tend vers 0, alors
(Nnen[@n: br] se compose d’un unique réel.

Les deux questions suivantes proposent des applications du théoréme des segments emboités.

2. On souhaite démontrer par ’absurde que [0, 1] (donc a fortiori R) n’est pas dénombrable, i.e. qu'on ne
peut pas en énumérer les éléments. On suppose donc I'existence d’une suite (u,),cn prenant toutes les
valeurs de I'intervalle [0, 1].

Construire une suite (J,) de segments emboités telle que u, ¢ J, pour tout n € IN et obtenir une
contradiction.

3. On souhaite démontrer le théoréme des bornes atteintes, qui énonce que toute fonction réelle f continue
sur un segment [a, b] est bornée et atteint ses bornes.
a. Justifier qu’il suffit de montrer que f admet un maximum.
b. On dit qu’un segment [«, ] de [a, b] est dominant si :

Vxela b, 3Igelnpl, f(E)=fx)

Montrer qu’étant donnés un segment [«, ] dominant et unréel y € |a, A, au moins’'un des segments
[, y] et [y, B] est dominant.
c. Conclure.

THEME 3 : SUITES RECURRENTES U, 11 = f(uy,)
Soit f : I — R une fonction continue sur un intervalle I non trivial de RR.

1. Soit ] C I un intervalle que 'on suppose stable par f : f(J) C J, i.e. f(x) € J pour tout x € ]J.
a. Montrer que pour tout a € J, il existe une unique suite (u,),cn telle que uy = aet u,,; = f(u,) pour
tout n € IN.
b. Soit (u,) e une suite telle que u,; = f(u,) pour tout n € IN. Montrer que s’il existe N € IN tel que
uy € ], alors u, € J pour tout n > N.

Dans toute la suite, on suppose que U'intervalle I est stable par f et I'on considére une suite (u,)qcn telle
que u,; = f(u,) pour tout n € IN.

2. a. Montrer que si (#,),en converge vers une limite ¢ € 1, alors ¢ est un point fixe de f: f(¢) = ¢.
b. Quelles sont les seules limites éventuelles de (u,)nen ?
c. Etudier la nature des suites (u,),cn telles que

14+ u,

1—u,

Vn e IN, Upt1 =

3. a. Montrer que si f est croissante, alors la suite (u,),c est monotone.
b. Etudier la nature des suites (u,)qc telles que u,,; = In(1 + 2u,) pour tout n € IN en fonction de
uy = 0.
4. a. Montrer que si f est décroissante, alors les suites (uy,)nen €t (Uzni1)nen sSont monotones de sens
contraires.
Indication. On pourra chercher une relation de récurrence pour chacune de ces suites.
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b. Etudier la nature des suites (un)new telle que u,,; = cos u, pour tout n € IN.

5. a. On suppose dans cette question que f est dérivable et qu’il existe k < 1 tel que |f’(x)| < k pour
tout x € I (on dit que f est contractante).
Montrer que si ¢ est point fixe de f, alors

VHG]N, ‘un+1—€|<k|un—/€|
et en déduire que (u,),c converge vers /.
b. Retrouver la nature des suites (u,),cn telles que u,; = cos u, pour tout n € IN.

6. On considére pour finir une suite (u,),cn définie par la donnée de son premier terme u, > 0 et de la

relation de récurrence :

e "
Vne IN, Upy1 =

n
—X

e
On note f la fonction définie sur R par f(x) = — pour tout x > 0.
x

a. Justifier qu’il existe une unique limite finie ¢ possible pour (u;,) -
b. Justifier qu’il existe m > 1 ete > 0 tel que :

Vxe[l—el+e CRY, |[f(x) > m.

La suite (u,)qcn est-elle convergente ?
c. Préciser le comportement des sous-suites (uz,l)nE]N et (u2n+1)n€]N.

THEME 4 : DEMONSTRATION DU THEOREME DES VALEURS INTERMEDIAIRES

Soit f : [a, )] — R une fonction continue sur un segment [a, b] (a < b réels). On souhaite démontrer que
pour toute valeur y comprise entre f(a) et f(b), il existe ¢ € [a, ] tel que f(c) = y.

1. Justifier qu’il suffit de traiter le cas y = 0.

On suppose donc f(a)f(b) < 0 et y = 0 dans la suite de 'exercice.

2. Premiére méthode : démonstration par dichotomie

a. Construire un couple de suites (a,)nen et (b,)nen adjacentes telles que f(a,)f(b,) < 0 pour tout
ne N.

b. Conclure.

3. Deuxiéme méthode : utilisation d’une borne supérieure
a. Justifier 'existence de ¢ = inf{x € [a, b] : f(a)f(x) < 0}.
b. En raisonnant par I’absurde, justifier que f(a)f(c) > 0.
c. Justifier I'existence d’une suite (x,),cn d’éléments de [a, b] convergeant vers c telle que pour tout
ne N, f(a)f(x,) < 0.En déduire que f(a)f(c) < 0.

d. Conclure.



