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Exercice 1
Question 2

De la loi conjointe du couple (X, Y), on déduit les lois de X et Y :

X\Y 0 1 Loi de X

0 st | 5P 3

1 3P P 3
[Loidey [ 1 1

Ainsi X et Y suivent respectivement des lois de Bernoulli de paramétres % et %
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Exercice 1

Question 4

On obtient de méme la loi de XY : la variable est a valeurs dans {0,1} donc suit
une loi de Bernoulli de paramétre

P(XY =1)=P(X=1,Y =1)=p.

On est alors en mesure de calculer

1
cov(X,Y) = E(XY)-EX)E(Y)=p— 5
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Exercice 2
Question 1
Puisque X est a valeurs dans IN, on a :
> 114" 1xX1 1Xa" e €
1=S"P(X=n)=- A S I T
P PP el PO R PSS

d'obi I'on déduit la valeur de a = In(4 — e).
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a1
Exercice 1
Question 1

Les 4 réels p;j =P(X =i, Y =), i,j € {0,1}, définissent la loi conjointe d'un
couple (X, Y) si, et seulement si :
Poo = 0,p01>0,p10=0,p11 20
Poo+ po1+protpri=1

c'est-a-dire, avec les formules de I'énoncé, p € [0, %]
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a3
Exercice 1
Question 3

A partir de la loi conjointe du couple (X, Y') a nouveau, on obtient la loi de la
variable X + Y, a valeurs dans {0, 1,2} :

]P(X+Y:O):]P(X:0,Y:O):%+p,

]P(X+Y:1):]P(XZO,Y:1)+]P(X:1,Y:0):%—2p,
P(X4+Y=2=P(X=1Y=1)=p.
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Exercice 1

Question 5

D’apres 4., il est nécessaire que p = % pour que les variables X et Y soient
indépendantes.

Réciproquement, pour p = %, la loi conjointe de (X, Y) est donnée par :
X\Y 0 1 Loi de X
0 3 5 3
1 5 5 3
[Loicey [ 3 [ & ]

et I'on vérifie sur ce tableau que X et Y sont indépendantes :
Vije {01}, P(X=iY =j)=P(X=)P(Y = j).

En conclusion, les variables X et Y sont indépendantes si, et seulement si, p = .
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Exercice 2
Question 2

Sous réserve de convergence,

= 12 142" 12 1+

nP(X=n)=-3%n ==

,,Z:O ( ) 4,,;1 n! 4,,;1(n—1)!
1 1 ax am!
RS2 ey IR P ) rey
1x1 axa e a,
“inmtina it

La série ci-dessus étant absolument convergente par opérations sur les séries
exponentielles, absolument convergentes. On en déduit I'existence de

E(X) = S nP(X = n) = S (1-%)ma-e.
n=0
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Exercice 2 Exercice 3
Question 3
Pour x > 0 et y > 1, la matrice

Les variables X et Y étant indépendantes, la loi de leur somme est donnée par le ( X Y- 1)
produit de convolution : X 4 Y est a valeurs dans IN avec, pour tout n € IN, y-1 X

n ; ble i L2 1)2 ; _
PX+Y=n= ¥ P(X=)P(Y=j)= SP(X=)B(Y=n-—1) est inversible si, et seulement si, x? — (y —1)> #0ie. x #y — 1.
i=0

’lﬁ:m" En notant B I'événement « la matrice aléatoire A est inversible », on a donc
1 n14+a1+ami 1 . . B=[X=Y-1=UX=Kn[Y=k+1]
S S +a =y (Na+a+ai+ar) k>0
6= ' (n—1i) 16n! S \i . X . . o
1 ol 'union est disjointe, si bien que, par indépendance de X et Y/,
=_—(2"+2(1+a)"+(2a)") =
16n! P(B)=1-3 P(X=Kk)P(Y =k+1)
d'apres la formule du binéme de Newton. k=0
o a3 AL - p)k -2
Remarque. On peut vérifier que 3= P(X +Y =n) = 1. =1-pe " — 1— pe 7.
k=0 '
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Exercice 4 Exercice 4

Question 1 Question 2

Soit n € IN. Conditionnellement a I'événement [X + Y = n], la variable X est a
valeurs dans [0, n] avec, par P-indépendance de X et Y :

La variable X + Y est a valeurs dans IN. Compte-tenu de I'indépendance de X et P(X=i,X+Y=n)

Y, la loi de X 4 Y est donnée par le produit de convolution de celles de X et Y : i 0], X =i)=—
h p p Vi€ [0,n], Pxiy=nm(X=1) PX+Y = n)
pour k € IN,
o CPX=iY=n-1)
P(X+Y=k)= ¥ B(X=1¥=j)= S R(X = )Y =k=1) = PXivonm
ik - _P(X=)P(Y=n—i)
Koo P(X+Y=n)
=3 pq'pg*~" = (k+1)p°q~. 1
=0 —
n+1
Conditionnellement a [X + Y = n], la variable X suit donc la loi uniforme sur
[0, n].
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Exercice 4 Exercice 4
Question 3.a Question 3.b

La variable V prend ses valeurs dans Z, son signe indiquant laquelle des variables
X et Y est égale a M.

Pour k € IN, l'indépendance de X et Y amene : Pour h > 0,
PM=k)=P(X =2k, Y =k)=P(X = k) P(Y > k) PM=kV=h=P(X=kY—-X=h)
0 2 k(2 2 2k+h
. =P(X=k)P(Y=k+h)= .
() - ) - ==k =
i=k q Pour h <0,

Par suite, pour k € IN : P(M=kV=h=P(Y =kY-X=h)

P(M = k) =P(M > k) —P(M > k+1) = (1 - ¢*)g**. =P(Y = k)P(X = k — h) = p?g*".
La loi de (M, V) est donc donnée par :

V(k,h) e N X Z, P(M=k,V =h)=p2q?*ll,
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e BB >[N
Exercice 4 Exercice 5
Question 3.c Question 1

Pour déterminer la loi de Y = inf(Xy, X2) on écrit, par indépendance de X; et X :
o Vk e, P(Y >k)=P(X; >k X, > k) =P(X > k) P(X, > k)
oy _ oy 2 ke 2k PTG 2 oo N2
YheV, ]P(th)f‘(Z::OIP(Mfk,th)qu goq =iTe Z]P(X1=ﬂ)) =(Z qp)
n=k+1
p

3 =(
q n=k+1

La loi de V se déduit de celle du couple (M, V) : V est & valeurs dans Z avec :

=
pk+l 2
1-p

On peut alors vérifier I'indépendance des variables M et V : pour (k,h) € N x Z,
P(M = k)P(V = h) = p?g*+IN = P(M =k, V = h).

q ) _ k42

olt 'onanoté g=1—p.
On pourra noter que la formule est encore valable pour k = —1.
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La variable Y est a valeurs dans IN et, pour k € IN, on a I'union disjointe
[Y>k=1]=[Y =KkU[Y > k]
si bien que
P(Y=k)=P(Y > k—1) = P(Y > k) = p?* — p**2 = (1 - p?)p?~.

Travaux dirigés

Année 2019/2020 17 /89

Exercice 5
Question 3

Le temps moyen passé par Az a la poste est IE(Z) = E(Y) + E(X3) sous réserve
d’existence.

En effet, X3 admet pour espérance

S g k-1 P
E(X;) = > kP(Xa = k) = p(1—p) 3 kp* 1 = P
k=0 k=1 1-p
étant donné la convergence absolue de la série géométrique dérivée ci-dessous, de
raison p € |-1,1[.

De méme, Y (dont la loi se déduit de celle de X3 en remplacant p par p?) admet
pour espérance

E(Y)=-F

=71*p2‘

Finalement,
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Exercice 7

Question 2

La loi conjointe étant symétrique, les deux lois marginales sont égales et données
par :

oc
VieN, P(X=i)=YPX=iY=j)=e?
Jj=0
En observant par exemple que

P(X=0,Y=0)=e'#(1-e!)2=P(X=0)P(Y =0),

il apparait que les variables X et Y ne sont pas indépendantes.
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e K
Exercice 7

Question 4

La variable X + Y prend ses valeurs dans IN avec :

YkeN, PX+Y=k= 3 PX=iY=j)=—.
0] k!
i+j=k

Elle suit donc la loi de Poisson P(1).
On retrouve alors le résultat de la question précédente en utilisant le théoreme de
transfert :

=) oo ok
EQ*Y)= Y 2*P(X+ Y=k =e 1} 27 =e
k=0 i=o k!
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[ Eeciees B

Exercice 5
Question 2

Ona Z =Y + X; avec Y fonction de X; et Xy donc indépendante de X3. La loi
de Z s'obtient donc par convolution de celles de Y et X3 : elle est a valeurs dans
IN avec

VkeN, P(Z=k)=

or

k . .
B(Y = )P = k- i) = q(1 - p7) 3 p2p~
0 i=0

2\ k L 2 kl—Pk+1
=q(1-p*)p" 3 p' =q(l - p*)p* —
j=} 1-p

=(1-p)p - ph).
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Exercice 7

Question 1

I est déja nécessaire que v > 0.

Les paquets Ik = {(i,j) € N?: i+ j = k}, k € IN, réalisent une partition de IN?,
Pour k € IN, la somme finie de termes positifs

a o«
(k+1)! &
est le terme général d'une série exponentielle convergente, si bien que la série
double 3, ; ﬁ“), converge (absolument) et sa somme peut étre calculée par
sommation par paquets :

« «
X =3 =(k+1)
Gpen i+ 58, (k+1)! ’

S it L L i s
iSo(i+j+1) S, ((+i+1) =

La famille double (W)UZO définit donc une loi conjointe si, et seulement si,
el )
a=e
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Exercice 7

Question 3

Le théoreme de transfert donne :
EQ*Y)= Y 29P(X =iY =))
0

[N
= i+
=e —
kZ::OH»%k (i+j+1)!
o ok
—e! ni=e
i=o k!

la série double étant absolument convergente par un argument similaire a celui
employé en 1., ce qui assure I'existence de I'espérance.
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Exercice 8
Question 1

On obtient sans difficulté la loi conjointe du couple (S, T) d'ou I'on déduit celles
deSetT:

S\T -1 0 1 Loi de §
0 0 q? 0 q?
1 Pq 0 Pq 2pq
2 0 p? 0 p?
Loide T | pg [P+d*] pq |

ol 'onanoté g=1—p.
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Y <

Exercice 8
Question 2

On a d'une part E(S) = B(X) + E(Y) =2p et E(T) = E(X) —E(Y)=0.

D’autre part, la loi conjointe du couple (S, T) donne la loi de la variable ST, a
valeurs dans {—1,0,1} :

P(ST=-1)=P(S=1,T =-1) = pq,
P(ST=0)=P(S=0,T=0)+P(S=2,T=0)=p>+ ¢
P(ST=1)=P(5=1,T =1)=pg
puis son espérance E(ST) = 0.
On est a présent en mesure de calculer
cov(S, T)=E(ST) — E(S)E(T) =0.
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Exercice 8
Question 3

Le tableau de la question 1. met en évidence que S et T ne sont pas
indépendantes : on a par exemple

P(S=0,T=1)=0

alors que
P(S=0)P(T =1) = pg°> #0.
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Exercice 9

Question 2

En notant p=P(X =1) et gq=P(Y =1),0na:

cov(X,Y)=P(X=1Y =1) - pq.
La condition énoncée est nécessaire : si X et Y sont indépendantes, alors le cours
assure que cov(X, Y) = 0.

Réciproquement, si cov(X, Y) =0, alors P(X =1, Y = 1) = pq puis, sachant que
Y(Q) ={0,1},

PX=1Y=1)4+P(X=1Y=0=P(X=1)=p

d'ol

P(X=1,Y=0)=p—pg=p(l-q).
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Exercice 10

Question 1

La variable X prend ses valeurs dans [1,n — 1] et Y dans [2, n]. Pour
(i,j) € [1,n— 1] x [2, n], deux cas se présentent :
o si i >j, I'événement [X =i, Y = j] est impossible et P(X =i, Y =) =0;
e si i < j, I'événement [X =i, Y = j] est réalisé si, et seulement si, on tire les
boules numérotées i et j. Comme il y a (g) poignées de 2 boules possibles qui
sont équiprobables, on a donc :

. . 2
PX=iY=j)= 1)’
Ainsi :
Vi) e [Ln—1] x [2.n], P(X=iy—j)= D Si<i
sJ B s N =LY =]J)= 0 sii) .
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Remarque. En observant que X2 = X et Y2 =Y, on peut obtenir plus
rapidement I'expression de

E(ST) = E((X + Y)(X = Y)) = B(X? - Y?) = E(X) - E(Y) = 0.

Remarque. On peut aussi obtenir la covariance de (S, T) a partir de la formule
V(S+ T)=V(S)+2cov(S, T)+ V(T),
sachant que
V(S+T)=V(2X)=4V(X)=4p(1-p)
et, par indépendance de X et Y,
V(S)=V(T)=V(XxY)=V(X)+V(Y)=2p(1l-p).
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Exercice 9

Question 1

D’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz,
|cov(X, Y)| < VV(X)V(Y)
oll, en notant p = P(X =1),

1
VX)=pl-p)< g
et, de méme, V(Y) < %. Il en résulte que :
1
jeo(X, V)| < 5.
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On obtient ainsi la loi conjointe de (X, Y) :

X\Y 0 1 Loi de X
0 (1-p)1-q)| (1-p) 1-p
1 p(1-q) pPq p
‘ Loi de Y | 1-gq ‘ q ‘

et I'on vérifie sur ce tableau que X et Y sont indépendantes :
vk, 1€{0,1}, P(X=k Y =1)=P(X=kP(Y=1I).
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On en déduit la loi de X :
Vien-1, PX=i)= SP(X=iY=))

n 2 2(n—1i)

SN A1)
puis celle de Y :

el B(Y=j)="

Travaux dirigés Année 2010/2020 32 /89




Exercice 10

Question 2

La variable Y étant finie, elle admet des moments a tous les ordres.

En particulier, elle a pour espérance
B(Y) = SR =) = ot S0 0=t 5 )
=% =j)=—"—3j(-1)=
= n(n—1) = n(n—1) 2

4 n+1\ 4 (n+1)n(n—-1) 2(n+1)
7n(n—1)< 3 )7n(n—1) 6 -3
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Exercice 10
Question 3

Puisque X est a valeurs dans [1,n — 1], la variable n+ 1 — X est a valeurs dans
[2, n] et sa loi se déduit de celle de X : pour tout j € [2,n],
r L20-1) .
P 1-X=j)=P(X= 1-j)= =P(Y =)).
(n+ N=PX=n+1-j) a(n=1) (Y=))
Les variables n 4 1 — X et Y ont donc méme loi.

Il 'en résulte que
E(Y)=E(n+1-X)=n+1-E(X),
ce qui amene la valeur de
n+1
3

E(X) =n+1-E(Y) =
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Exercice 10

Question 4

D’apres le théoréme de transfert,

. . . 2 .
B(X(Y ~2)) = B A T B
L2 e 2 o jGo)
B R Pt VP O A

:ﬁé <J3) _ n(n6_ . (n:l) _ (n+1l(n—2).

On en déduit, d'apres la formule de Koenig-Huygens, la valeur de

cov(X, Y) = EB(XY) - E(X)E(Y) = E(X(Y - 2)) + 2E(X) — E(X)E(Y)
_(n+1)(n-2)
N 36 i
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Exercice 11

Question 1

Pour tout k € IN*, on note A, I'événement « I'événement A se réalise au cours de
la k-ieme expérience ». On note également q =1 — p.

Le couple (X, Y) est a valeurs dans IN* x IN*. Réciproquement, pour
(i,j) e N* x N*, ona P(X =i,Y =j)=0sii>jalors que, si i <,
PX=i,Y=j)=PA N NAINANALN- NA_INA)
=P(A1) - P(Ai_1) P(A) P(Ai1) - P(A;_1) P(A))
— P2
par indépendance des lancers.

La loi du couple (X, Y) est donc donnée par :

2,-2 i< i
V(i j) € N* x N, 1P(X=;.Y=j)={”‘g S
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On détermine de méme, d'aprés le théoreme de transfert :

U . 2 oo .
E(Y(Y -2) = ZZJ(J “QR(Y =j)= oy L - 10 -2)
J=

("_l)j:2
12 o\ 12 /n41\  (n+1)(n—2)
7n(n—1)g:3(3>7n(n71)( 4 )’ 2 ’

On en déduit la valeur de
V(Y)=E(Y?) - E(Y)? =E(Y(Y - 2)) +2B(Y) - E(Y)?
_ (n+1)(n-2)
18 ’
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On obtient de méme :

V(Y)=V(n+1-X)=(-1)2V(X) = V(X)

d'ou
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Exercice 10

Question 5

Le coefficient de corrélation entre X et Y est défini si, et seulement si, V(X) # 0
et V(Y) # 0, ce qui revient ici a n # 2 c’est-a-dire 3 n > 3. Il vaut dans ce cas :
cov(X,Y) 1

XY = SX)e(Y) ~ 2

Travaux dirigés
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On en déduit la loi marginale de X, a valeurs dans IN* :

00 o) .
VieN', PX=i)=YPX=iY=j)= Y p¢?
j=1 J=it1
g9t
1-4 P
Il n’est pas surprenant de reconnaitre une loi géométrique de parametre p : la
variable X donne le temps d'attente du premier succés dans une suite d'épreuves
de Bernoulli indépendantes et de méme paramétre p.

:p2

Ainsi que celle de Y, a valeurs dans [2, +oo[ :

o j-1 .
¥iz2, P(Y=j)=3LP(X=iY=))=y g
i=1 i=1

Travaux dirigés
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Exercice 11

Question 2.a

La variable X, de loi géométrique G(p), admet espérance et variance données par :

]E(X):% ot V(X):pi’z.

La variable Y admet également une espérance :

x . . 5. P2 2p? 2
E(Y)=32jP(Y=j)=p 2ili-1)d"=——=5=—
= = (1-q)° P
car la série ci-dessus, géométrique dérivée, est absolument convergente puisque
|g| < 1. On justifie de méme I'existence

X . . . i 6
B(Y(Y =2) = LG -2)P(Y =)) =g LG~ )G ~2)¢ > =,
J= J=
d'ol I'on déduit I'existence d'un moment d'ordre 2 et donc une variance pour Y :

V(Y) = B(Y(Y —2)) + 2E(Y) — B(Y)? = %.
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Exercice 11
Question 3

La variable Y — X est a valeurs dans IN* avec, pour k € IN*,

1P(Y—X=k)=1<2_j_]P(X=i,Y=j)=_ 11P(X=i,Y=i+k)
i<, i=
oni:Jk gkt
— 2gitk—=2 _ 2 — pgk-1.
l_zzlpq P =P

La variable Y — X suit donc la loi géométrique G(p).
On vérifie alors que les variables X et Y — X sont indépendantes : pour i, k € IN*,
PX=i,Y-X=k =P(X=iVY=i+k)=p>qgt:?
=(pg" )(pg" ) = P(X = ) P(Y = X = k).
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Exercice 11

Question 4

Conditionnellement a I'événement [Y = n], la variable X est presque siirement a
valeurs dans 1, n — 1] avec :
) L P(X=iY=n 1
v Ln=1], Py gX=i)=——F———= .
ie[lin—1], Pr_y(X=1) B(Y=n p—
Elle suit donc la loi uniforme sur I'intervalle [1,n — 1].
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Exercice 12

Question 2

Pour i,j € IN, on a par définition d'une probabilité conditionnelle :
P(X =i, N=j)=P(N =j)Pp_;(X =)
d'ou, d'apres la question 1. :
_ N AN P .
AN i i
P(X=iN=j)=1°® j!(,)P(l Py sy
0 sii>j
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Exercice 11
Question 2.b

Les variables X et Y admettant chacune un moment d’ordre 2, le produit
X(Y — 2) admet une espérance, que le théoréme de transfert permet de calculer :
EX(Y-2)= ¥ i(i-2P(X=i.Y=)=p ¥ i(j—2)g~2
ij>1 1<i<j
2 2t e : j-3
=R -2 N i= LS -G -2
j=2 -1 j=2
_Pa 3 49
= 7 =35
2 (1-q° p
Pour les mémes raisons, le couple (X, Y') admet une covariance donnée par la
formule de Huygens :
q
cov(X, Y) =B(X(Y - 2)) +2E(X) - E(X)E(Y) = z
On obtient un coefficient de corrélation linéaire ox.y = %
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Ainsi la loi de Y (appelée loi de Pascal P(2, p), loi du temps d'attente du
deuxieme succes dans une suite d'épreuves de Bernoulli indépendantes de méme
paramétre p) est-elle celle de la somme de deux variables indépendantes de loi
géométrique G(p).

Par suite,
2

E(Y)=EX)+E(Y -X)=—-
P
puis, par indépendance de X et Y — X,

V(Y) = V(X (Y~ X)) :V(X)+V(Y—X):g

et de méme
V(X+Y)=V2X+(Y =X)) =4V(X)+ V(Y - X) = 59

d'ou finalement
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Exercice 12

Question 1

Conditionnellement a I'événement [N = j], la variable X donne le nombre de
succs (I'usager vient pour poster une lettre) lors d'une succession de j épreuves
de Bernoulli (un usager vient a la poste, pourquoi ?) indépendantes et de méme
paramétre p; elle suit donc la loi binomiale B(j, p). Plus précisément,

P xen=LOpa-pyT o sii
i) e, Pugy(x =)= {07V A S
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Exercice 12
Question 3

La variable X est a valeurs dans IN. On obtient sa loi a partir de la loi conjointe de
(X, N) : pour tout i € IN,
o oo )‘)\j 7N o
PO =) = S PO = iV =)= S (D)o - oy
J=0 j=i FARNY

—e

() 2 AP, (e
itz U=t i
Ainsi X suit la loi de Poisson P(Ap). Elle admet donc espérance et variance
données par E(X) = V(X) = Ap.
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Exercice 12
Question 4

Le méme raisonnement (en échangeant le point de vue succes/échec et en
remplagant p par 1 — p) montre que Y suit la loi de Poisson P(A(1 — p)) :

A1-p))
VieN, P(Y=j)= e—k(l—P)((jilp)).
En remarquant que X + Y = N, on constate alors sur la formule ci-dessus et
celles des questions 2. et 3. que pour tous /,j € IN,
N i i
PX=iY=j)=P(X=iN=i+j)=e> i(1-
(=i =) =Px =i =i+ ) = e i (U)o
i Jj
_e (/\'I:)' « e M1-p) (A T p))
il J!

=P(X =i)P(Y =),

ce qui signifie que X et Y sont indépendantes.
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Exercice 12
Question 6

Par définition,

_cov(X,N)
= S\ E e

Ainsi |ox,n| < 1 et N ne peut donc étre fonction affine de Y.
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Par décroissance de la fonction x — n 41— x,

n+1—V =n+1-inf(Xy,X)
=sup(n+1—X;,n+1-X;)
=sup(Y1, Y2)

ol Yi=n+1-X; et Yo =n+1— X, sont deux variables indépendantes de loi
uniforme sur [1, n]. La variable n+1 — V = sup(Y1, Y2) a donc méme loi que
U = sup(Xy, Xz), d’oli I'on déduit la loi de V : elle est a valeurs dans [1, n] avec :
vkel,n], P(V=k=P(n+1-V=n+1-k)
—P(U=n+1-k)
2n—2k+1
n? :

Travaux dirigés Année 2019/2020 53/ 89

Sachant que n+1 — V a méme loi que U, on en déduit les valeurs de

]E(V):n+1—]E(n+1—V):n+1—E(U):%
. (n+1)(n—1)(2n* +1)
36n?

V(V)=V(n+1-V)=V(U)=
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Exercice 12

Question 5

Puisque X et Y sont indépendantes, on a cov(X, Y) =0 d'ou
0 = cov(X, N — X) = cov(X, N) — cov(X, X)
c'est-a-dire

cov(X, N) = cov(X, X) = V(X) = Ap.
Ainsi cov(X, N) > 0 : les variables X et N ont donc tendance a se situer du méme

coté de leurs espérances respectives. En moyenne, un afflux d'usagers engendrera
un afflux de courriers a poster.
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Exercice 13

Question 1

La variable U est a valeurs dans [1, n] avec classiquement, par indépendance de
X1 et Xy

K2
ke L], P(USK) =P <kXe<k)=PXi <K)PX<h) =
la formule étant encore valable pour k = 0.
On en déduit que :
2k —1
Vke[l,n], PU=k)=PU<k)-P(U<k-1)= s
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Exercice 13
Question 2
Les variables U et V étant finies, elles admettent des moments & tous ordres,
donc en particulier espérance et variance. Pour U, il vient
n 1)(4n—1
B(U) = 3> kP(U = k) = (DB 1)
iz 6n
puis
n 132 1
E(U?) = Y KP(U = k) = nt+13m+n-1
k=1 n 6
o (n+ 1)(n — 1)(2r? 1)
_ 2y o (n+1)(n— n° +
V(U) = E(U?) —E(U)* = o .
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Exercice 13
Question 3

En remarquant que U+ V = X; + Xz oll X et X; sont indépendantes, on obtient :

V(U + V) = V(X + X) = V(X)) + V(%) = "26_ L

En comparant au développement
V(U + V)=V(U)+ V(V)+2cov(U, V),
on en déduit la valeur de
(n* —1)

cor(U, V) = 2 (V(U+ V)~ V(U) - V(V)) = S
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Y

Exercice 13
Question 4

Les variables X; et X, étant indépendantes a valeurs dans [1, n], leur somme S
est a valeurs dans [2,2n] et sa loi est donnée par le produit de convolution :

Vse[22n], P(S=s)= ¥ PX=kP(=10)
v

% Card{(k,{) € [1,n]?* : k+ (=5}

57,}1 sis<n+1
s+l Gis>p4+1

g
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..

e Sik<0,

0
— Rg—k—2 2i 2 —k—2_9° _ P9
AR > A A e e
Finalement,
VkeZzZ, P(T=k piq"!
€ N = = .
CRT=R=7T
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Exercice 15
Question 1.b

Vu la convergence absolue des séries géométriques dérivées de raison
p,ge]-1,1[, ona:

o . ® i1 ® i1
E(L) =3 iP(Li=i)=qp Y ip"" +pqg} iq~
i=1 i=1 i=1

_p,a_pP+d

1 1
=ap——y; tPAT g =
(1-p)? (1-9? q »p pq
On établirait de méme, par le théoréme de transfert, I'existence de
o0 . .
E(Li(L +1)) = 30 +1)i(gp' + pq'),

i=

ce qui prouve I'existence de V(Ly).
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az
Exercice 15
Question 2.b

De la loi conjointe de (Ly, L), on déduit la loi de la variable L, : elle est a valeurs
dans IN* avec, pour tout j € IN*,

Pllo=j)=YP(li=ila=j)=¢dp’ Y p " +pP> ¢
i= i=1 i=1

i=1

. 1 . 1 . i
ZLT'PZTP-FP'qZTq =q 1P2+P’ 1‘72-

On peut, cette fois encore, s'assurer que la définition de la variable L est
consistante en vérifiant que
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o <

Exercice 14
Question 3

La variable T = X — Y est a valeurs dans Z et sa loi est donnée, puisque X et Y
sont indépendantes, par :

VkeZ, P(T=K= ¥ P(X=i)P(Y=))

On distingue deux cas :
e Sik=>0,
B(T=Kk)= > P(X =j+k)B(Y =j) = 3 pg¥+?
j=1 j=1
2 2k

-
_ k-2 % _ pak—2_9° _ P9
P°q Elq A el e
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Exercice 15

Question 1.a

On note g =1 — p et, pour k € IN*, Ay (resp. By) I'événement « le k-ieme
message transite par le serveur A (resp. B) ». Etant donnés deux événements E;
et E,, on s'autorisera a écrire EyE, pour désigner leur intersection.

La variable Ly prend ses valeurs dans IN* avec, pour tout i € IN*,
[Li=i]=AA - ABis1UBBy - BiAi
d'ou, la réunion étant disjointe et les choix successifs indépendants :
P(Ly = i) = P(A1As - AiBi1) + P(BiBs - BiAin1) = plg + q'p.
On remarquera que
& . p q
P(h=i)=qr—+p;——=p+a=1
,':Zl ( ) 1-p 1-gq
ce qui prouve que L; est bien une variable aléatoire...
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Exercice 15

Question 2.a

Pour i,j € N*, ona:
[Li=iLa=j]= A1 AiBiy1- - BitjAirj1UBL- - BiAir - AigjBisjs
d'ol, a nouveau par incompatibilité puis indépendance :
P(Ly =i, L, =j)=p'dp+qpa=p"'d +q"p.
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aze
Exercice 15
Question 2.c

Il vient comme précédemment :
> . 22 i1, 2 il
B(L) =Y jP(L=j)=p* Y jd " +q° v
=1 =1 j=1

5 1 P

B RN
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Exercice 15

Question 3

Comme précédemment, la variable L3 est a valeurs dans IN* avec, pour k € IN*,
en s'appuyant sur le systeme complet associé au couple (Ly, L) :

P(ls=k)= S P(li=ila=jls=k = > S (p'dp‘qg+q'pg*p)
i1 i=1j=1
_ i (pf+kq2 1. qHep? L ) _ f:(pi+k—lq2 F gt
i=1 1-gq 1-p i=1

1 1
=p @ +dPP—— =pra+dp
1-p 1-gq

et I'on observe que L3 a méme loi que L;.
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Exercice 15
Question 4.b

L'existence de cov(L;L>) équivaut a la convergence absolue de la série double
ci-dessous, ce qui permet d'écrire :

E(Lil) = > ijP(Li=il=j)=3
ij>1 i=1
=ay P tpyid =

On en déduit la valeur de

PVES S 1 PRES Q. 1
(Ip”’ qy ot gt X g )
j=1 j=1

1

1
+= .
9 pq

i
1
P
—1+4p—4p>  (2p—1)

pq T pg
Il apparait que cov(Ly, L) < 0 avec égalité si, et seulement si, p = %

cov(Ly, Lp) = E(L1Lz) — B(Ly) B(L2) =

Remarque. Les variables L et L, ne sont donc pas indépendantes pour p # % On
peut montrer qu’elles le sont pour p = %
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Exercice 16

Question 2

La variable B + R compte le nombre de succes (obtenir une boule bleue ou rouge)
dans une succession de n épreuves de Bernoulli indépendantes et de méme
paramétre b+ r. Elle suit donc la loi binomiale B(n, b+ r) et admet a ce titre
pour variance V(B+ R) = n(b+r)(1—b—r).
Partant de

V(B + R) = V(B) + V(R) +2cov(B, R),
on en déduit la valeur de

cov(B, R) = é(V(B +R)— V(B) — V(R)) = —nbr.
Remarque. On trouve cov(B, R) < 0 ce qui n'est pas étonnant car si B a tendance

a augmenter, R a tendance a diminuer : les variables B et R ont donc tendance a
se situer de part et d'autre de leurs moyennes.
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I

On a donc dans ce cas :
PB=x,R=y,J=2z)= (n) ("_X)bxryjz =
X y
Pour résumer, la loi du vecteur (B, J, R) est donnée par :

V(x,y,2) € N?, ‘
P(B=x.R=y,J=z)= ﬁbxryj’ six+y+z=n
sxh=yt=2= 0 sinon

U xyiz
My
y

Remarque. La loi précédente est appelée loi multinomiale de paramétres (n, b, r).
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Exercice 15

Question 4.a

La variable L; admet une variance d’'aprés 1.b. et, pour les mémes raisons, L, en
admet une également. Dans ces conditions, le couple (Ly, L,) admet une
covariance.
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Exercice 16

Question 1

La variable B donne le nombre de succes (la boule tirée est bleue) lors d'une
répétition de n expériences de Bernoulli indépendantes et de méme paramétre b.
Elle suit donc la loi binomiale B(n, b). Elle admet espérance et variance données
par

E(B)=nb et V(B)=nb(1l-b).
Pour les mémes raisons, les variables R et J suivent respectivement les lois B(n, r)
et B(n, j).
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Exercice 16

Question 3

Etant donné une partie X de [1,n], on note Bx I'événement « les tirages
numérotés par un élément de X renvoient tous une boule bleue » et I'on définit de
méme Rx et Jx.

Pour x,y,z € IN, il s'agit de calculer P(B = x,R = y,J = z). Cette probabilité
est bien siir nulle si x +y + z # n. Dans le cas ol x + y + z = n, |'événement
[B=x,R=y,J = z] s'écrit comme I'union disjointe des événements

Bx N Ry N'Jz, ot X de cardinal x, Y de cardinal y et Z de cardinal z
partitionnent [1, n].

Par indépendance des tirages, chaque événement Bx N Ry N Jz a pour probabilité
b¥rYjz.

Quant au choix d'un tel triplet (X, Y, Z), il revient a celui d'une partie X de
[1,n] & x éléments ((]) possibilités) et d'une partie Y de [1,n] \ X a y éléments
((”;X) possibilités), apres quoi Z = [1,n] \ (X U Y) est une partie complétement
déterminée de [1,n] & z éléments qui compléte les deux premiéres pour former
une partition de [1, n].
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Méthode alternative.

On peut aussi utiliser la formule des probabilités composées : pour x,y,z € IN tels
que x+y+z=n,ona
P(B=x,R=y,J=2)=P(B=x)Pp_q(R =y)P=xr=y(J = 2)

ou

@ on a déja vu que
M\ xr _ pyn—x — [T px An—x
]P(B:x):(x>b(1 b) 7<X)b(r+1) s

eonaPp_ry(/=2)=lcarx+y+z=n,
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..

o conditionnellement a I'événement [B = x], la variable R donne le nombre de
succes (apparition d'une boule rouge) lors d'un répétition de n — x épreuves
de Bernoulli indépendantes et de méme paramétre, la proportion V'T/ de
boules rouges dans I'urne apres retrait des boules bleues, si bien que

Pp_q(R=y) = (";X> (r-:—j)y(l - r:rj)Hiy

_ nfx) rjz
Sy

On retrouve ainsi le résultat précédent.
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Exercice 18

Question 1

Soit n > 1. Conditionnellement a I'événement [N =n], ona S =Xy + -+ X,

presque siirement. Comme chacune des variables X; admet une espérance (pour
P), elle admet une espérance conditionnellement & [N = n] et alors, par linéarité
de I'espérance (pour Piy—p) :

E(SIN=n)=E(X +-+X,|N = n)
= > E(Xk|N =n)=nE(Xy)
k=1
puisque les variables Xi, ..., X, ont méme loi et sont indépendantes de N.

Conditionnellement & I'événement [N = 0], on a S = 0 si bien que
E(S|N=0)=0.
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Exercice 19

Question 1

Par linéarité de I'espérance, il vient :

B(S) = B( 35 %) = 3 BX) = 32 pt = pr P
k=1 k=1 k=1

1-p
puisque p # 1.
De plus, les variables X1, ..., X, étant mutuellement indépendantes, on a :
n n n
V(S) = V(X %) = 3 V(%) = 3 P - pY)
k=1 k=1 k=1
_1-p" L1-p  p(l-pn)(1-pth)
“P1-p pl—p27 1-p?
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Exercice 19
Question 2.b

Toujours par linéarité de I'espérance, on obtient donc :

B(T) = (X Yi) = Y- E(Yi) = 3 7! -
k=1 k=1 k=1 1-p

2n

>
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Exercice 17

Par théoreme, la somme S, de n variables aléatoires Xi, ..., X, mutuellement
indépendantes de lois de Poisson P(1) suit une loi de Poisson P(n). Dans ces
conditions, le théoréme de transfert assure |'existence de

oo o —1/n\k o
B(Z) = S e trp(s, =k —e " & (re 0 grte ey

puisque la série ci-dessus converge absolument comme série exponentielle.

Par ailleurs,

n(e’l/“ _ 1) ~ n(,%) =-1—-1, n— oo,

si bien que

E(Z,) —— e L.
n—o0
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Exercice 18
Question 2

D'apres la question 1., la variable S admet une espérance conditionnellement a
chacun des événement du systeme complet associé a la variable Net la série

S P(N = n)E(S||N = n) = ¥ (N = n)E(S|N = n)
n>0 n>0
= Y P(N = n)nE(X;)
n>1
converge puisque N admet une espérance par hypothése. Dans ces conditions, la
formule de I'espérance totale assure que S admet une espérance donnée par :

E(S) = 52 P(N = n)E(S|N = n)
n=0

- (f PN = n)n) B(X) = B(V) E(X).

n=1
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Exercice 19

Question 2.a

La variable Y = XjXi41 ne prenant que les valeurs 0 et 1, elle suit une loi de
Bernoulli de parametre

P(Yi=1) = P(Xk = 1, Xir1 = 1) = P(Xk = 1) P(Xay1 = 1) = p***?
par indépendance de Xy et Xii1.
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Exercice 19

Question 3.a

La variable Yy Yii1 = XkXE“XH_; = Xk Xk+1Xk+2 suit elle aussi une loi de
Bernoulli, de parametre
P(YiYip1 =1) = P(Xk = 1, Xkp1 = 1, Xyy2 = 1)
=P(Xe = ) P(Xis1 = ) P(Xes2 = 1)

3k+3
= p*t

par indépendance mutuelle de X, Xk+1 et Xiyo.
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Exercice 19
Question 3.b

Quitte a échanger k et j, on peut supposer k < j. On distingue alors trois cas.
@ Pour j=k,ona:

cou(Yii ¥;) = V(Yi) = poi(1 — p2e+).
@ Pour j =k + 1, on a par indépendance mutuelle de Xy, Xit1 et Xiio :
cov( Yk, Yj) = BE(Yi Yit1) — E(Yi) B( Yit1)
= B(Xk X1 Xk12) — E(XkXi+1) B(Xe1Xk42)
= E(Xe) E(Xe+1) E(Xks2) — E(Xk) E(Xkﬂ)z B(Xk+2)

= piktd ks p3ke3(] _ plerly

o Pour j > k+2,0ona{kk+1}n{j,j+ 1} =0 donc les tribus
Ay, CAx, x...) et Ay, C A(x; x..,) sont indépendantes d'aprés le lemme
des coalitions, si bien que Yj et Y; sont indépendantes et cov( Yy, Y;) = 0.
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Exercice 20
Question 1

Pour i € [1,n], la variable X; compte le nombre de succés (le fournisseur F; est

choisi par le consommateur) lors d'une succession de na épreuves de Bernoulli

(choix du fournisseur par le consommateur) indépendantes de méme parametre

p = L. Elle suit donc une loi binomiale B(na, %) : elle est a valeurs dans [0, an]
k

avec 1 1 .
an—
7(1 - 7) .
n n
Elle admet espérance et variance données par :

E()=a et V(X)=a(1- %)

Vke[0,an], P(X=k)= ("”)
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La relation (x) devient donc, pour tous i # j,

1

na(1= =)+ na? + n(n — 1) E(XiX;) = n*a?

n

c'est-a-dire
n(n—1)E(X;X;) = a(an® — (a+1)n+1) = a(n — 1)(an — 1),
d’oul I'on déduit la valeur de
1
E(X:X) = a(a - ;).

La formule de Koenig-Huygens donne alors :

cov(X;, X)) = E(XiXj) — E(X;) E(X)) = 2
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Q3a

Exercice 20

Question 3.a

Chaque variable B; suit la loi de Bernoulli de parameétre

1yan
0)= (1 - ;) .
Elle admet donc pour espérance
1yan
E(B) = (1 - ;) .

La variable Y = By + - -- 4+ B,, admet donc pour espérance

E(Y) = 215(5,-) =n(1- %)

P(B; =1) = P(X; =
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Exercice 19
Question 3.c
Il vient d'apres b. :
n n
V(T) = V(L Yi) =L V() +2 5 cov(¥i, ¥))
k=1 k=1 1<k<j<n
n n-1
= Y V(Yi)+2 3 cov( Yk, Yat1)
k=1 k=1
_ Z": PPRFL(L = pPHly ¢ 2E1(p3k+3 _ ptkit)
k=1 k=1
_ p31 o B psl ~ptn +2p51 _pin3 B 2p31 _ phn—t
1-—p? 1—p* 1-p3 1—p*
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Exercice 20
Question 2.a
On a bien stir X; 4 --- + X, = na d'ot
n 2 n
= (LX) =L+ T XX
i=1 i-1 1<iZj<n
puis, par linéarité de I'espérance :
n
n?a =Y EX) + Y E(XX). (%)
i-1 1<iZj<n
La premiere somme contient n termes, tous égaux a
1
E(X?) = V(X) + E(X)? = a(1 - ;) +a
et la seconde n(n — 1), tous égaux pour des raisons de symétrie.
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Exercice 20
Question 2.b
Pour i # j, le coefficient de corrélation entre X; et X; vaut :
Coov(Xi,X) 1 1 1
O o (X)a(X;) T a1-1 " -1’
Pour n = 2, on obtient px, x, = —1, ce qui est cohérent car X, = 2a — X est
fonction affine de Xj.
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Exercice 20
Question 3.b
Pour i # j, la variable B;B; ne prend que les valeurs 0 et 1 donc suit la loi de
Bernoulli de parametre
P(BiBj=1)=P(B;=1,B=1)=P(X; =0,X; =0).
Comme I'événement [X; = 0, X; = 0] est réalisé si, et seulement si, chacun des an
consommateurs choissit un fournisseur parmi les n — 2 autres que i et j,
24 an
P(X; =0,X =0) = (17;) .
On a donc oyan
sea)=(1-2)
puis
2y an 1y2an
cov(B:, Bj) = B(B;B;) — E(B;) E(B;) = (1 - ;) - (1 - ;)
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Exercice 20
Question 4

I vient :
V(Y) = v(_z"l B)= _2"1\\/(3,-) + (8 B)
& & Z

=nV(Bi) + n(n—1)cov(B, By)

=o(-3)7- (=270 D707




