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1. Généralités et premiers exemples I

1.1 Nature d’une série

Dans ce chapitre, a partir d’une suite réelle (u,),cn donnée, on méne I’étude conjointe des suites (u,) e
et (S,)new définie par :

n
Vne N, S,=> .
Afin de distinguer cette étude de celle de la suite (u,),cnN, on dit que 'on étudie la série de terme général

up, n € N, que 'on note > u, ou > _, u,. La suite (S,),cn est appelée suite des sommes partielles de
la série > u,.

n=0

DEFINITION 1.1 Soient (u,)nciv une suite réelle et (S,) e la suite des sommes partielles de la série > u,.

e On dit que la série Y u, est convergente si la suite (S,),cy de ses sommes partielles est convergente. On
dit dans le cas contraire que la série Y u, est divergente.
Le caractére convergent ou divergent d’une série constitue sa nature.

e On appelle somme de la série ) uy,, lorsqu’elle est convergente, et on note Z uy,, la limite de la suite
(Sn)nEIN . n=0

Zun—hm Zuk

n~>ook 0

Remarque 1.2 On évitera soigneusement de confondre ) ., u, ou ) u,, notations désignant la série de
terme général u,, n € IN, avec )~ u, qui représente un réel lorsque la série ) u, converge.

1.2 Séries convergentes

PROPOSITION 1.3 Soit (u,) e une suite réelle.
Si la série > u, converge, alors la suite (u,)n,cn converge vers 0. La réciproque est fausse.

Remarques 1.4 o On utilise en pratique ce résultat pour mettre en évidence la divergence de certaines
séries. Une série dont le terme général ne converge pas vers 0 est dite grossiérement divergente ; une
telle série est divergente par contraposition de la proposition précédente.

e La réciproque est fausse : il existe des séries divergentes dont le terme général converge vers 0. Il en va
ainsi de la série harmonique > 1/n.

PROPOSITION 1.5 Soient (u,)nen et (Vn)nenw deux suites réelles différant seulement par un nombre fini de
termes.

Les séries > u, et Y _ v, sont de méme nature : elles sont toutes les deux convergentes ou toutes les deux
divergentes.

DEFINITION 1.6 Soient (u,)nci une suite réelle et p € IN.

Si la série > u, converge, on définit son reste d’ordre p par la formule R, = Z Up.
n=p+1

Remarques 1.7 Soient )  u, une série convergente, S sa somme et (S,) e, (R,)pen les suites de ses sommes
partielles et de ses restes.
e Pour tout p € N, la somme de la série > u, est la somme de la somme partielle d’ordre p et:du.reste
d’ordre p:
o0
Zun—Zun+ Z u, =S, +R,.
n=0 n=p+1
e La suite (R,),cn mesure donc la vitesse a laquelle la série ) ° u, converge vers sa somme : étant donné

¢ > 0,la somme partielle S, d’ordre p est une valeur approchée de S a e pres si, et:seulement si, |Rp| <e
Cette inégalité sera réalisée pour tout p suffisament grand d’apres le résultat-suivant :
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o0
PROPOSITION 1.8 Soient Y | u, une série convergente et, pour toutn € N, R, = > u son reste d’ordre n.

La suite (R,) ey converge vers 0. k=n-+1

1.3 Suites et séries

Par définition, on détermine la nature d’une série en étudiant celle de la suite de ses sommes partielles. En
pratique, néanmoins, il est en général difficile de calculer ces sommes partielles et I’on a recours a d’autres
techniques. On regroupe dans ce paragraphe les cas typiques dans lesquels 1’étude est possible par le calcul
direct des sommes partielles.

ProrosiTION 1.9 Soit g € R.
La série géométrique > q" converge si, et seulement si,

q| < 1. Dans ces conditions,

o0 n 1
nzzoq 1—gq

et plus généralement :

VpEN, 3 ¢
peN, q" = :
n=p 1—CI

THEOREME 1.10 (FORMULE DU BINOME NEGATIF) Soient x € R et r € IN.
Si|x| < 1 alors la série ci-dessous converge et I'on a :

3 (Dxn—r: %in(n—l)---(n—r+1)x"_r: ﬁ

n=r

Remarque 1.11 On notera que le résultat précédent signifie que 'on peut dériver terme a terme la formule
donnant la somme d’une série géométrique.

C’est un cas particulier : rien ne garantit en général qu'une série de fonctions puisse étre dérivée terme a
terme !

. , e VA > (=)™
Exemple 1.12 La série harmonique alternée Y ———— convergeet », ———— = In2.
n>1 n n=1 n

THEOREME 1.13 Soit (x;,) e une suite réelle.
La série téléscopique ) x,..1 — x, converge si, et seulement si, la suite (x,) e converge, et dans ce cas :

o]
> Xpi1 — X%, = lim x, — xp.
n—0 n—00

1
Exemple 1.14 Convergence et somme de la série Y, ——.
=1n(n+1)

1.4 Théoremes opératoires

Soient ) u, et > v, deux sérieset A € R.
e Si ) u,et) v, convergent, alors > (Au, + v,) converge, et on a:

DAty + V) =AY Uy + D v
n=0 n=0 n=0

e Si ) u, converge etsi» v, diverge, alors > (u, + v,) diverge.

e On ne peut pas prévoir a priori la nature de la somme de deux séries divergentes.

1.5 Séries absolument convergentes

DEFINITION 1.15 Soit (u,)ncn une suite réelle.
On dit que la série Y u, est absolument convergente si la série a termes positifssy | |u,| est convergente.
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THEOREME 1.16 Toute série absolument convergente est convergente. La réciproque est fausse.

Remarque 1.17 Ce théoreme est fondamental. Il permet de ramener, dans certains cas, I’étude de la nature
d’une série réelle a celle de la nature d’une série auxiliaire a termes positifs, pour laquelle on va développer
des critéres spécifiques et performants dans le paragraphe suivant.

PROPOSITION 1.18 Soit Y u, une série absolument convergente.
Pour toutN € N, on a :

o oo
Do Un| < D ]
n=N n=N

2. Séries a termes positifs I

La nature d’une série étant indépendante de ses premiers termes, les résultats de ce paragraphe, établis
pour des séries a termes réels positifs, se généralisent aux séries a termes réels positifs a partir d'un certain
rang.

De méme, une série et son opposé ayant méme nature, les résultats que 'on va établir peuvent étre géné-
ralisés aux séries a termes réels de signe fixe a partir d’un certain rang.

2.1 Lemme fondamental et séries de référence

LEMME 2.1 Soit (u,) une suite d termes réels positifs.
La série | u, est convergente si, et seulement si, la suite (S,),cv de ses sommes partielles est majorée.
Dans ces conditions, on a :

> u, =supS,.

n=0 nelN

1
PROPOSITION 2.2 Poura € R, la série de Riemann ) — est convergente si, el seulement si, a > 1.
n>1 n

2.2 Théoreme de comparaison des séries a termes réels positifs

THEOREME 2.3 (COMPARAISON DES SERIES A TERMES REELS POSITIFS) Soient (u,),cn et (V,)nen deux suites

a termes réels positifs telles que 0 < u, < v, pour tout n € IN. . .
(i) Sila sériey v, converge, alors la série y  u, converge, et dans ce cas0 < > u, < Y V.
n=0 n=0

(ii) Sila série > u, diverge, alors la série Y v, diverge.

Exemple 2.4 Soient ) u, et Y v, deux séries convergentes a termes réels positifs. De I'inégalité

U, +v
VTIE]N, Og V unvng%a

on déduit, par application du théoréme de comparaison, la convergence de la série > \/u,v,.

THEOREME 2.5 Soient (u,),en et (Vn)new deux suites d termes réels positifs telles que u, = O(v,){(par
exemple, telles que u, = o(v,)).
(i) Sila sériey . v, converge, alors la série . u, converge;

(ii) Sila série > u, diverge, alors la série Y v, diverge.

THEOREME 2.6 (REGLE DES EQUIVALENTS) Soient (u,) e et (Vn)new deux suites a termeseréels positifs telles
que u, ~ V.
Les séries Y u, et > v, sont de méme nature.
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Remarque 2.7 Etant données deux suites (u,)ncw et (v,)new & termes réels, il suffit, pour appliquer ce
théoréme, de s’assurer que I'une des deux suites seulement est a termes positifs ; 'autre est alors automa-
tiquement a termes positifs a partir d’'un certain rang.

On verra par contre plus tard que le résultat ne se généralise pas aux suites qui ne sont pas de signe
constant a partir d’un certain rang.

1 1
Exemple 2.8 Nature des séries de termes généraux ln(l + —) et—,n>1.
n n

Le résultat suivant n’est pas au programme; il est établi a titre d’exemple. Néanmoins, il est bon de le
connaitre, ainsi que sa démonstration, qui fait souvent 'objet d’'une question en début d’exercice ou de
probléme.

PrRoOPOSITION 2.9 (FORMULE SOMMATOIRE D’EULER) Il existe y € R tel que :

n
2.
k=1

=Inn+y+ o(1), n— oo.

B

La constante y est appelée constante d’Euler et vaut environ 0,577. On peut vérifier que y € [0, 1] facile-
ment.

2.3 Comparaison aux séries de référence

Les deux résultats présentés dans cette section sont hors-programme. Cependant ils sont tres utiles, la
méthode est donc a retenir et le raisonnement doit pouvoir étre présenté rapidement.

PROPOSITION 2.10 (COMPARAISON AUX SERIES DE RIEMANN) Soient (u,).c une suite d termes réels positifs
eta > 1. On suppose que n“u, — £ € [0, +00].
n—oo

(i) Sia > 1etl < +oo (ie { est finie), alors u, = O(1/n") et la série >, u, converge par comparaison d la
série de Riemann convergente » . 1/n".

(ii) Sia = 1 etl > 0 (éventuellement { = +00), alors1/n = O(u,) et la série y ., u, diverge par comparaison
a la série harmonique divergente.

Exemple 2.11 La série de Bertrand
1

=2 n*(In n)p

converge si, et seulement si, « > 1 ou (@« = 1 et f > 1). Le cas w = 1 est plus délicat et sera traité plus tard
par comparaison série-intégrale.

PROPOSITION 2.12 (COMPARAISON A UNE SERIE GEOMETRIQUE, OU REGLE DE D’ALEMBERT) S0it (u,),eN une
suite a termes réels strictement positifs telle que
Unt1

Up

— (€ [0, +o0].

(i) Sil < 1, alors la série >, u, est convergente;

(ii) Sil > 1, alors la série >, u, est grossiérement divergente ;

(iii) Si{ = 1, on ne peut rien affirmer a priori quant a la nature de la série >, u,, on parle du cas deuteux de
la régle de d’Alembert.

Remarque 2.13 L’idée de la démonstration est d’utiliser I'hypothése pour justifier une doniination du type
u, = O(k") avec 0 < k < 1 dans le cas (i) ou une divergence grossiére dans le cas (ii).

xﬂ
Exemple 2.14 Pour tout x € R, la série ) | — est convergente.
n!
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3. Séries semi-convergentes I

DEFINITION 3.1 Une série réelle > u, est dite semi-convergente si elle est convergente mais non absolument
convergente.

Le résultat ci-dessous est hors-programme. La méthode est néanmoins classique et doit étre connue.

THEOREME 3.2 (CRITERE SPECIAL AUX SERIES ALTERNEES) Soit (u,)ncn une suite réelle. On note (S,)nen la
suite des sommes partielles de la série . u,.

Si:

(i) la série est alternée : (—1)"u, est de signe indépendant de n,

(ii) la suite (u,) converge vers 0,

(iii) la suite (|u,|) e est décroissante,

alors les suites (Szp)ne €t (Sani1)nen sont adjacentes donc convergent vers la méme limites, d’oti I'on déduit
que la suite (Sn)nem est convergente. La série Z u, est donc convergente.

Exemple 3.3 Pour tout a > 0, la série )

est convergente d’apres le critere précédent.

(=1)"

n>1 n

Remarque 3.4 Les théoréemes de comparaison, des équivalents, que 'on a établis pour les séries a termes
réels de signe constant a partir d'un certain rang, ne s’étendent pas aux séries a termes réels de signe
quelconque.

Par exemple, la série

= ()

est divergente comme somme de la série ) _,(—1)"/+/n, dont on vient de voir qu’elle converge, et de la
série harmonique, divergente, et pourtant on a I’équivalent :

Exemple 3.5 Nature de la série )  In (1 +

=t 1 (="
NN

(?/_1’3)

n>=2

4. Plan d’étude I

Pour étudier la nature d’une série numérique »  u,, on peut suivre le plan d’étude suivant :

1. Si la suite (u,), ne converge pas vers 0, la série > u, diverge grossiérement.

2. Etude de la convergence absolue de >_ u, (ce qui revient a étudier > u, si celle-ci est a termes réels

positifs ou plus généralement d’un signe constant). Quitte a remplacer u, par |u,

, on peut supposer

u, > 0 dans la suite de ce point du plan.

a.

b.

Rechercher un équivalent simple u, ~ v, permet de ramener 1’étude la série ) _ u, a celle de la série
plus simple > v,.

Sil’expression de u, fait apparaitre le terme général w, d’une série de référence, on peut essayer'de se
placer en situation d’appliquer les théorémes généraux de comparaison : u, = &'(w,) ouw,= O'(u,)
ou méme u, < W, ou w, < U,.

. On peut tenter une comparaison aux séries de Riemann, notamment si on a éctit u, sous forme

exponentielle.

. Si 'expression de u, est a base de produits, puissances ou factorielles, on peut essayer d’appliquer

la regle de d’Alembert.
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e. Enfin, si le terme général s’écrit sous la forme u, = f(n) ou f : [a,+00] — R est une fonction
continue, positive et décroissante, le principe de comparaison série-intégrale assure que la série
> u, est de méme nature que l'intégrale généralisée fa_>+°° f(t)dt (a laquelle on pourra appliquer
les critéres spécifiques aux intégrales : calcul de primitive, changement de variable ou intégration
par parties). Cf. chapitre sur les intégrales généralisées.

3. Lorsque la série > u, n’est pas absolument convergente, la situation est plus délicate.

a. On peut essayer de vérifier les hypotheses du critére spécial si la série est alternée, mais il n’est pas
toujours aisé (voire possible !) de vérifier la décroissance de la suite (|u,|)nen-

b. On peut appliquer la méthode d’éclatement qui consiste a écrire, par exemple grace a un développe-
ment asymptotique, le terme général u, comme somme de plusieurs termes plus simples et a conclure
en s’appuyant sur les théoremes opératoires.

5. Questions de commutativité et d’associativité I

Si naturelle que soit la définition de la somme d’une série convergente, il ne faut pas perdre de vue qu’il
s’agit avant tout d'une limite, ce qui transporte le probleme du champ de l’algebre (dont relévent les
sommes partielles) a celui de I’analyse. L’objet de ce paragraphe est de mettre en évidence que certaines
propriétés algébriques, usuelles pour les sommes finies, ne résistent pas a ce passage a la limite et d’inciter
a la prudence lors de la manipulation des sommes de séries.

5.1 Effets d’un réarrangement des termes

Le probléme se pose dans les termes suivants : on se donne une suite (u,),cn et on souhaite étudier I'effet
d’un réarrangement des termes sur la nature de la série ) u,. Réarranger les termes de la suite (u,), c’est
construire une nouvelle suite (v,) dont les termes sont ceux de (u,) considérés dans un ordre différent ;
cela revient a choisir I'indice ¢(0) du premier terme vy = u,(o), celui o(1) du second terme v; = (), etc.
de fagon a ce que chaque terme de la suite (u,),cn soit pris une et une seule fois. La condition imposée
signifie que ¢ est bijective de IN sur IN ; on parle de permutation de IN.

Avec la terminologie précédente, le probléme s’énonce ainsi : étant données une série ) u, convergente
et une permutation o de IN, la série ) u,(,) est-elle convergente ? Si oui, a-t-elle la méme somme que la
série initiale ?

La réponse a chaque question peut étre négative, comme on va le voir sur I'’exemple de la série harmonique
alternée, de terme général u, = (—1)""'/n, n > 1, convergente de somme In2 comme on I'a vu dans

I'exemple

Exemple 5.1 — Un réarrangement des termes peut modifier la valeur de la somme.
Soit > u, la série harmonique alternée, que 1'on peut représenter sous forme « déployée »
S U D U U W SO S VS
2 3 4 5 6 7 8 n
dont on va réordonner les termes de la fagcon suivante. On considére successivement et dans I'ordre un
terme d’indice impair puis deux termes d’indices pairs :

1 1 1+1 1 1+1+ n 1 1 1+ 1
2 4 3 6 8 5 2n—1 4n—-2 4n 2n+1

_{_...’

ce qui revient a considérer la permutation o de IN* sur IN* définie par 0(3n—2) = 2n—1,0(3n< 1)Y= 4n—2
et 0(3n) = 4n pour tout n > 1. Soit ) v, = ) uy(n) la série obtenue apreés modification dé I'ordre des
termes, que ’on va étudier en regroupant ses termes trois par trois.

Ona:

Vn € IN* W= Ve ey _( 1 1 ) 1_1( 1 1>
) n = V3n—2 3n—1 = \on—1 4n—2 4n  2\2n—1 2n/’
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si bien que
n 12 (—1)kt In2
k=1 25 k n—ro0 2

Si (V) désigne la suite des sommes partielles de la série > v,, on a alors :

3n n
Vs, = Z Vi = Z wp = Wy, V3n—‘,—1 =W, + Vipr1 = W, + 0(1)
k=1 k=1

et
V3n+2 == Wn + Vant1 + Vapt2 = Wn + 0(1)7
qui convergent donc toutes les trois vers W. Il en résulte que la suite (V,,) converge elle-méme vers W,
c’est-a-dire que la série ) v, converge vers
In2

o0
dYovy = —.
n=1

2

Sur ce premier exemple, le réarrangement des termes de la série convergente » | u, a donc conduit & une
série » v, convergente de somme distincte de celle de la série initiale.

Exemple 5.2 — Un réarrangement des termes peut rendre la série divergente.

Soit & nouveau » | u, la série harmonique alternée, a partir de laquelle on construit une série » _ v, par
réarrangement des termes en procédant comme suit. On pioche alternativement des termes dans I'une ou
l'autre des suites (¢, 1) nen+ €t (4s,) e+ par ordre d’indices croissants en itérant le processus suivant : a

I’étape k > 1 (les étapes précédentes ' ayant conduit au choix des py premiers termes v;, v,, ..., v,,), on
choisit un terme v, (négatif) dans la suite (u,,), aprés quoi on choisit autant de termes vy, 4, Vy 43, - - -, Vp,,
(positifs) que nécessaire dans la suite (u,,_;) pour que

Dik+1

> v =k, (5.1)

j=1

ce qui est rendu possible par la divergence de la série a termes réels positifs Y uy,—; = > 1/(2n — 1).
Les premiers termes seront donc :

2 3 5 4 7 9 69 6 71 73 709
>1
" ;E ~ /

~~

>3
Ce procédé releve bien du cadre général exposé au début du paragraphe puisque chaque terme de la suite
(uy) est ainsi retenu une et une seule fois pour figurer dans la suite (v,). Par ailleurs, si (S,) désigne la
suite des sommes partielles de la série ) v,, alors la condition montre que sa sous-suite (S,,,, )i>1
diverge vers +oo. Dans ces conditions, la suite (S,) est elle aussi divergente.

Sur ce second exemple, le réarrangement des termes de la série convergente > u, a donc conduit a une
série Y v, divergente.

5.2 Effet d’'un groupement de termes
A partir d’une série Y u,, on construit une série > v, de terme général

Pnt1—-1
Vo= D U= Up + U1+ -+ Uy,
k=pn
ou (p,) est une suite strictement croissante d’entiers naturels telle que p, = 0.
On montre facilement que la convergence de la série ) _ u, entraine celle de la série ) _ v,, ayec égalité des
sommes ; en effet, la suite des sommes partielles de la seconde est extraite de la suite des soimmes partielles
de la premiere.

1. Il n’y a pas d’étape avant la premiére, autrement dit p; = 0.
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Mais la réciproque est fausse : il se peut que » | v, converge alors que » _ u, diverge. Un exemple trés simple
est donné par u, = (—1)" et v, = Uy, + Uy, = 0 pour tout n € IN.

5.3 Séries commutativement convergentes

Pour combler les lacunes précédentes, on introduit la notion de convergence commutative :

DEFINITION 5.3 Une série Y u, est dite commutativement convergente s’il existe { € R tel que, pour
toute permutation o de IN, la série )  u,(n) converge vers (.

On admet la caractérisation suivante :

THEOREME 5.4 Soit (u,) e une suite réelle.
La série > u, est commutativement convergente si, et seulement si, elle est absolument convergente.

Remarque 5.5 Au contraire, si ) u, est une série réelle semi-convergente (i.e. convergente mais non abso-
lument convergente), on dispose du théoréme de Riemann : quelque soit ¢ € R, il existe une permutation
o de IN pour laquelle la série ) | u,(, converge vers /...

5.4 Familles sommables sur un ensemble dénombrable

DEFINITION 5.6 (i) Un ensemble 1 est dit dénombrable s’il existe une bijection de N sur 1.

(ii) Un ensemble est dit au plus dénombrable s’il est fini ou dénombrable.

(iii) Une famille réelle (u;);c; est une application] — R, i — u(i) = u,. Elle est dite (au plus) dénombrable
lorsque I’ensemble d’indices 1 est (au plus) dénombrable.

Intuitivement, un ensemble au plus dénombrable est un ensemble dont on peut numéroter les éléments.
On s’interroge a présent sur la possibilité de sommer les réels d’une famille dénombrable (u;);c;. Comme
on I'a vu plus haut, la question de ’ordre de sommation est cruciale.

DEFINITION 5.7 Soit (u;)c1 une famille réelle dénombrable.

On dit que la famille (u;);c; est sommable s’il existe une bijection f : IN — 1 telle que la série ) up(n soit
commutativement convergente.

On appelle alors somme de la famille (u;)c1, et Uon note >, u;, le réel :

00 i€l
DU = Y Up(n)-
i€l n=0

Remarque 5.8 On dit parfois, par abus de langage, que la série ) _,_; u; converge absolument pour signifier
que la famille (u;);c; est sommable.

Remarque 5.9 D’apres les sections précédentes, cette définition ne dépend pas du choix de f. En effet,
si g : IN — I est une autre bijection, alors uy(n) = Us(e(n) pour tout n € N ot ¢ = f~' o g est une
permutation de IN.

5.5 Sommation par paquets

La théorie des familles sommables offre le théoréme de sommation par paquets suivant, que 'on admettta :

THEOREME 5.10 SoientI un ensemble dénombrable et (1) rcx une famille de parties de1 deux-d-deuxdisjointes

et recouvrant I : | |, I = L Soit (u;);c1 une famille de réels.

(i) Sila série ), u; est absolument convergente de somme S, alors la série ) ., u; est absolument conver-
gente de somme si pour tout k € K et la série ), i s est absolument convergente de sommeSS :

Y=Y (X w).

i€l keK “ielg
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(ii) La réciproque est vraie pour une famille (u;);c; de réels positifs.
(iti) La série ), ; u; est absolument convergente si, et seulement si, la série Zielk u; est absolument conver-
gente pour tout k € K et la série) | (Zielk |ui|) est (absolument) convergente.

6. Séries doubles I

Les résultats de ce paragraphe figurent au programme mais doivent étre rappelés par tout exercice ou
probleme y faisant appel. Ils découlent des résultats du paragraphe précédent.

On admet que siI; et I, sont des ensembles dénombrables, alors I; x I, est encore dénombrable. En parti-
culier, N? est un ensemble dénombrable.

THEOREME 6.1 (FUBINI) Soit (u;;)(ijjcve une suite double de réels.

La famille (u;;);jcne est sommable si, et seulement si, 'une des deux conditions équivalentes suivantes est
satisfaite :

(i) pourtouti € N, la série ), |u;;| est convergente de somme a; et la série ) -, a; est convergente ;

(ii) pourtoutj € N, la série ), |u; | est convergente de somme b; et la série ), b; est convergente.

On dit dans ce cas que la série double Zi’j u; ; est absolument convergente, et I'on a alors :

2 Uiy = ico ””‘> N §<ooo ui’j>'

(i) N2 =0 j=0 Ni=

Remarque 6.2 Dans le cas d’une série double de réels positifs, on parle de convergence plutot que de conver-
gence absolue.
i

Exemple 6.3 Convergence absolue et somme de la série double <_1)I+JW'

17]20 l']‘
PROPOSITION 6.4 Soient (u;;)(ijene et (vij)(ijjen: deux suites réelles doubles telles que |v;;| < u;; pour tout
(1,j) € N®.
Si la série double ), . u;; converge, alors la série double ), . vi; converge absolument.

Exemple 6.5 Convergence de la série double > — ; par comparaison. Calcul de sa somme par som-
mation par paquets. izo (1+J)!
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