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Dans ce chapitre, on passe en revue les notions et résultats essentiels vus en premiére année concernant les
suites réelles et les fonctions réelles (d’une variable réelle). Pour cela, on s’appuie sur la structure d’ordre
usuelle de R, dont on admet la propriété fondamentale suivante :

THEOREME 0.1 (PROPRIETE DE LA BORNE SUPERIEURE) Toute partie non vide et majorée de R admet une
borne supérieure.

Remarques 0.2 o La propriété précédente est a la base de toute I’analyse réelle; elle intervient dans les
démonstrations de nombreux résultats élémentaires (du théoréme de la limite monotone au théoréme
des valeurs intermédiaires, en passant par certains résultats admis) qui, a leur tour, sont utilisés tres
fréquemment.

e Lapropriété précédente n’est pas satisfaite par () (on pourra démontrer, a titre d’exercice, que ’ensemble
{r € Q: ¥’ < 2} n’admet pas de borne supérieure dans Q en s’appuyant sur le fait que v/2 ¢ Q, alors
qu’il est majoré). C’est une des insuffisances de () qui ont motivé I'introduction de R.

1. Suites réelles I

1.1 Convergence et premieres propriétés

DEFINITION 1.1 Soient (u,)nc une suite réelle et ¢ € R.

On dit que la suite (u,) ey converge vers (, et on note alors u, — {, si :
n—oo

Ve>0, INeN, Vn>=N, |u,—/ <e

Remarques 1.2 o Le réel positif |u, — ¢| doit étre interprété comme la distance de u, a (. La condition
|lu, — €| < e équivaut donc a u, € [{ — ¢, + ¢|. Elle signifie que u, est voisin de ¢ a la précision ¢;
attention, voisin ne veut pas dire égal : ne pas écrire u, = ¢ a partir d’un certain rang !

e En ces termes, il est clair qu’une suite convergente est bornée.

e Dans le cas d’une suite réelle (u,).cn, la convergence vers ¢ équivaut donc a :

Va <, AN e N,Vn >N, u, >«

VB>, ANe N,Vn>N,u, <’
Si la suite (u,)nen converge vers £, on sait donc comparer les termes d’indice suffisamment grand a
n’importe quel réel donné a I’avance sauf /.

Uy — | — 0.

e On notera que (u,),eN converge vers / si, et seulement si,
n—o0o

Remarque 1.3 1l ne peut exister qu’un seul réel ¢ satisfaisant la propriété précédente.

DEFINITION 1.4 Une suite réelle (u,) e est dite convergente si elle converge vers un réel { (nécessairement
unique d’aprés la remarque), alors appelé limite de la suite (u,),cN et noté

lim u,.
n—o00

Elle est dite divergente dans le cas contraire.
Le caractere convergent ou divergent d’une suite constitue sa nature.

DEFINITION 1.5 Soit (u,)nen une suite réelle.
On dit que (u,) e diverge vers +oo (resp. —o0) si :

VAeR, IONeN, Vn>N, u,>A
(resp. VAeR, INelN, Van>N, u,,<A.)
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Dans ce cas, on dit que +00 (resp. —o0) est limite de la suite (u,)qcn, et l'on note :

lim u, = +00 (resp. lim u, = —oo).
n—o0 n—o0

Remarques 1.6 o Par définition méme, les notions de convergence et de limite sont asymptotiques : elles
ne dépendent pas des premiers termes de la suite étudiée.

e On prendra garde a n’utiliser le symbole lim u, qu’apres avoir justifié I'existence de cette limite !
n—o00

e Lorsque la suite (u,),cn diverge vers +00 ou —o0, elle est non bornée et donc divergente. On dit parfois
qu’elle est divergente de premieére espéce, par opposition aux suites qui n’ont pas de limite (ni finie ni
infinie), dites divergentes de seconde espéce.

On dispose de théorémes opératoires sur les limites dans R. Cf. cours de premiére année pour des énoncés
précis. Ils constituent, avec les croissances comparées, le premier outil pour déterminer la limite d’une suite
a partir de celles des suites de référence et doivent donc étre parfaitement maitrisés.

1.2 Suites extraites

DEFINITION 1.7 Soit (uy)nen une suite réelle.

On appelle suite extraite de (u,),c toute suite de la forme (uy(n))new 0t ¢ : IN — IN est une application
strictement croissante.

On note parfois (Up(n) ) neNn = (Un,)kew 0l (Ni)kew = @ est une suite d’entiers strictement croissante.

Exemple 1.8 Les suites (Uzn)nens (Uznt1)nens (Uon)new sont extraites de (¢,)pen-

PROPOSITION 1.9 Soit (u,),cw une suite réelle admettant une limite ¢ (finie ou infinie).
Toute suite extraite de (u,),cn admet la méme limite (.

Remarque 1.10 Le résultat précédent peut étre utilisé pour montrer qu’une suite donnée diverge : il suffit
d’exhiber une sous-suite divergente, ou deux sous-suites convergeant vers des limites différentes.

Exemple 1.11 La suite ((—1)") e est divergente.

PROPOSITION 1.12 Soit (u,)ncn une suite réelle.
Si les deux suites extraites principales (uz,)neN €t (Uzni1)neN convergent vers une méme limite (, alors la suite
(un)ne converge elle-méme vers (.

1.3 Convergence et structure d’ordre

PROPOSITION 1.13 (PRINCIPE DE PROLONGEMENT DES INEGALITES) Soient (u,),ew et (Vn)nenw deux suites
réelles telles que pour tout n € N, u, < v,.
Si (tn)nen €t (Vi) new sont toutes deux convergentes de limites respectives { et (', alors { < (.

Remarques 1.14 o Avant de « passer a la limite » dans une inégalité, encore faut-il avoir justifié 'existence
de ces limites!

e L’hypothése plus forte u, < v, pour tout n € IN ne permet pas de conclure que ¢ < ¢’ (trouver tn
contre-exemple) ; on peut seulement en déduire que ¢ < ¢'. On retiendra que lors d’'un passage 4 la
limite, les inégalités strictes deviennent larges.

PROPOSITION 1.15 (THEOREME DES GENDARMES) Soient (U, ) e, (Va)new €t (Wy)new trois suites’réelles telles
que pour toutn € N, u, < v, < wy.

Si les suites (u,) e €t (Wy)new convergent vers la méme limite {, alors la suite (v,),&w tonverge elle aussi
vers (.
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Remarque 1.16 En pratique, on utilisera treés souvent le résultat précédent sous la forme suivante : pour
montrer qu’une suite réelle (u,),cn converge vers ¢, il suffit de trouver une suite réelle (¢,) e convergeant
vers 0 telle que |u, — ¢| < ¢, pour tout n € IN.

THEOREME 1.17 (DE LA LIMITE MONOTONE) Soit (u,),c une suite réelle croissante.
Si la suite (u,) e est majorée, alors elle est convergente ; sinon, elle diverge vers +oc.

Remarque 1.18 On dispose bien stir d’un résultat similaire pour les suites réelles décroissantes.

DEFINITION 1.19 Deux suites réelles sont dites adjacentes si ['une est croissante, ’autre décroissante et si la
différence des deux converge vers 0.

COROLLAIRE 1.20 (THEOREME DES SUITES ADJACENTES) Soient (u,) e et (Vy)new deux suites réelles.
Si (Un)new €t (Va)new sont adjacentes, alors elles convergent vers une limite commune ¢ ; de plus, si (U,)nen
est croissante et (v,) e décroissante, on a u, < £ < vy pour tous p,q € IN.

1.4 Relations de comparaison

En présence d’une forme indéterminée lors de 'application des théorémes opératoires sur les limites, il
est nécessaire de comparer le comportement asymptotique (vitesse de convergence/divergence, etc.) des
différentes composantes de I’expression étudiée. Les notions de négligeabilité et d’équivalence fournissent
un cadre rigoureux pour ce type de considérations. Celle de domination, hors-programme, est de la méme
veine ; elle est brievement introduite car elle pourra étre utile dans les chapitres suivants.

Dans toute cette section, (uy)neN, (Va)new €t (wWy)nenw désignent des suites réelles.

DEFINITION 1.21 On dit que (u,) est négligeable par rapport a (v,) ou que (v,) est prépondérante devant
(un), et on note u, = o(v,), si l'une des conditions équivalentes suivantes est satisfaite :

(i) Ve > 0,IN € IN,Vn > N, |u,| < e|vy|;

(ii) il existe une suite (¢,) convergeant vers 0 et N € IN tels que pour tout n > N, u, = €,V ;

(iii) (si (v,) ne s’annule pas au dela d’un certain rang) la suite (u,/v,) converge vers 0.

DEFINITION 1.22 On dit que (u,) est dominée par (v,), et on note u, = O(v,), si l'une des conditions
équivalentes suivantes est satisfaite :

(i) IM € R, IN € N,Vn > N, |u,| < M|v,|;

(ii) il existe une suite bornée (M,) et N € N tels que pour tout n > N, u, = M, v, ;

(iii) (si (v,) ne s’annule pas au dela d’un certain rang) la suite (u,/v,) est bornée.

Remarque 1.23 Dans les deux définitions précédentes, I’énoncé (iii) n’a de sens que si la suite (v,) ne
s’annule pas (& partir d’un certain rang). On remarquera cependant que si u, = o(v,) ou u, = (v, ) alors,
a partir d’un certain rang, v, = 0 implique u, = 0.

Exemples 1.24 o u, = (1) signifie que (u,) est bornée;

e u, = o(1) signifie que (u,) converge vers 0 et, plus généralement, u, = ¢ + o(1) signifie que (u,)
converge vers { (cf. remarque suivante).

PrOPOSITION 1.25 (i) larelation de négligeabilité est transitive : siu, = o(v,) etv, = o(w,), alorsu, = ofw,) ;

(ii) siu, = o(v,) et v, ~ w, alors, pour tout A € R*, u, = o(Aw,);

(iii) I’ensemble des suites négligeables devant (u,) est un espace vectoriel : si v, = o(u,) et Wy~ ofu,) alors,
pour tout A € R, Av, + wy, = o(uy) ;

(iv) les o(+) sont multiplicatifs : u, - o(v,) = o(u,vy).

Remarque 1.26 (Beauté et danger des notations de Landau) Les notations o et & ont.été'introduites par Lan-
dau et ont été consacrées par 'usage. Telles qu’elles ont été introduites dans lésidéfinitions précédentes,
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les notations u, = o(v,) et u, = O(v,) ne sont pas pratiques puisqu’elles obligent a faire les comparaisons
en dehors des calculs.

Pour contourner le probléme, on s’autorise donc a utiliser la notation o(v,) pour désigner une suite indé-
terminée négligeable par rapport a (v,) (et de méme pour ©). Les notations o(v,) et &(v,) peuvent alors
étre intégrées aux calculs et y jouer le méme role que les autres termes, a ceci pres qu’elles sont indéter-
minées, ce qui impose de prendre quelques précautions.

Ainsi, une méme notation peut intervenir a plusieurs reprises dans une expression sans désigner la méme
suite : par exemple, e ™" — 1/n = 0o(1) — o(1) n’est pas nul (mais seulement o(1)...), contrairement a ce que
I'application irréfléchie d’un réflexe bien naturel pourrait pousser a écrire !

Autre danger induit par ces notations : leur utilisation dans une égalité lui retire son caractére symétrique ;
par exemple, on a la chaine d’« égalités » e " = 0o(1) = o(n), mais (e ") n’est pas la seule suite conver-
geant vers 0 et il existe des suites (par exemple (1/n)) négligeables devant (n) qui ne convergent pas vers
0 (en d’autres termes, les « égalités » réciproques o(1) = e " et o(n) = o(1) sont fausses!). Les égalités
doivent donc étre écrites et lues exclusivement de gauche a droite lorsqu’elles font intervenir les notations
de Landau.

DEFINITION 1.27 On dit que (u,) et (v,) sont équivalentes, et on note u, ~ v,, si l'une des conditions
équivalentes suivantes est satisfaite :

(i) tn = Vu+ 0(va) ;

(ii) il existe une suite (A,) convergeant vers 1 et N € IN tels que pour tout n > N, u, = A,y ;

(iii) (si (v,) ne s’annule pas au dela d’un certain rang) la suite (u,/v,) converge vers 1.

Remarques 1.28 On renvoie au cours de premiere année pour des énoncés précis sur les équivalents et leur
manipulation.

e Les équivalents sont compatibles aux produits et donc aux quotients, aux puissances entiéres et méme
réelles.

e En revanche, les équivalents ne sont pas compatibles avec ’addition ; en d’autres termes, on ne somme
pas d’équivalents ! Lorsqu’on recherche un équivalent d’'une somme u, + v,, soit 'un des termes est
négligeable devant l’autre, par exemple u, = o(v,), et alors u, + v, ~ v, par définition méme, soit ce
n’est pas le cas et alors on fait un développement asymptotique.

e Les équivalents ne sont pas non plus compatibles a la composition a gauche : u, ~ v, n’'implique pas
en général f(u,) ~ f(v,). Deux cas reviennent souvent en pratique :

> Le cas de la fonction exponentielle : il est clair que e*" ~ e équivaut a u, — v, — 0, condition
qui n’est ni nécessaire ni suffisante pour que u, ~ v,.

> Le cas du logarithme : si (u,) et (v,) sont deux suites équivalentes de réels strictement positifs,
alors

Inu, =In (v, + o(vy)) =Inv, +1n(1+ 0(1)) =Inwv, + o(1),

et I’on observe ici encore que u, ~ v, n’implique pas In u, ~ Inv,. Le calcul précédent montre
toutefois que In u, ~ In v, si |In v,| — 400 ; on pourra donc retenir que u, ~ v, = Inu, ~ Inv,
si u, ~ v, > 0 tendent vers 0 ou o0 (mais il vaut mieux en pratique refaire le petit raisonnement
précédent).

A partir des équivalents usuels (2 connaitre sans hésitation, cf. formulaire), il est ainsi souvent possible
d’obtenir un équivalent simple d’une expression et d’en déduire, par exemple, sa limite :

ProprosITION 1.29 (i) Sil # 0, alors u, ~ { équivaut a u, — /.
(ii) Si u, ~ vy, alors les suites (u,) et (v,) sont de méme nature et, le cas échéant, de méme limite.

(iii) Siu, ~ vy, alors u, et v, sont de méme signe a partir d’un certain rang.

Remarque 1.30 Les seules suites équivalentes a 0 sont les suites nulles a partir.diun certain rang, dont
I’étude asymptotique est d’un intérét limité. On n’écrira donc jamais d’équivalént a 0.



6 — Suites et fonctions d’une variable : révisions ECS2 - Lycée La Bruyére, Versailles

Remarque 1.31 On décline facilement (exercice!) le théoréme des gendarmes aux équivalents : étant don-
nées trois suites réelles (u,), (v,) et (w,) telles que u, < v, < w, pour tout n assez grand, u, ~ w,
implique u, ~ v, ~ w,.

1.5 Equations récurrentes linéaires d’ordre 1 et 2 a coefficients constants

Soit (uy)nen une suite réelle.

PROPOSITION-DEFINITION 1.32 On dit que la suite (u,),cn est arithmétique s’il existe un réel b, appelé
raison de la suite, tel que :
Vn e IN7 Uptr1 = Uy + b
Dans ces conditions, on a u, = uy + nb pour tout n € IN, et :
9 Uy + Uy

Vp,q e NN, pr<qg = Y u=(q—p+1) 5
n=p

Remarque 1.33 La limite d’une suite arithmétique est évidente a partir de son expression explicite.

PROPOSITION-DEFINITION 1.34 On dit que la suite (u,),cn est géométrique s’il existe un réel a, appelé
raison de la suite, tel que :
Vne N, u, = au,.
Dans ces conditions, on a u, = a"uy pour tout n € IN et, si a #1:
q 1 — g9 pt!
Vp,qe N, P<qg = D u,=u

n=p 1—a

Remarque 1.35 Une suite géométrique de raison a est convergente si, et seulement si, |a| < 1 ou a = 1.
Plus précisément, la limite d’une suite géométrique se déduit de la proposition suivante.

ProposiTION 1.36 Soita € R.

(i) silal <1, la suite (a"),en converge vers0;

(ii) sia =1, la suite (a") e est constante égale a 1...
(iii) sia > 1, la suite (a") e diverge vers 400 ;

(iv) sia < —1, la suite (a"),ew n’a pas de limite.

PROPOSITION-DEFINITION 1.37 La suite (u,) e est dite arithmético-géométrique s’il existe des réels a # 1
et b tels que :

Vne N, u,yq = au,+b.
Dans ces conditions, la suite (u,)n,cin converge si, et seulement si, |a| < 1, et la convergence a alors lieu vers le
seul point fixe { de la fonction x — ax + b. Plus précisément, la suite (u, — () est géométrique de raison a :

b

_a.

Vne N, u,=0+a"(u—¥{) avec (=

PROPOSITION 1.38 On suppose qu’il existe a et b réels tels que :
Vne IN, Upto = AUptq + bun.

Le polynome x = X* — aX — b est appelé polynéme caractéristique associé a la relation de récurrénce
précédente.
(i) si x admet deux racines réelles distinctes ry et r,, alors il existe A, u € R tels que

VnelN, wu,=Ar+ur);
(ii) si x admet une racine double r, alors il existe A, u € R tels que :

VneN, wu,=(A+un)r";
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(iii) si x admet deux racines complexes conjuguées r,;, = re= (r > 0,0 € R), alors il existe A,y € R tels
que :
VneN, u,= (Acos(nd) + psin(ng))r".
Dans les trois cas, le couple (A, i) est déterminé de facon unique par les conditions initiales u, et u;.

1.6 Suites récurrentes u, 1 = f(uy,)

Pour de telles suites se pose en premier lieu la question de I’existence. La notion d’intervalle stable permet
d’y répondre. Dans toute cette section, f désigne une fonction définie sur un intervalle de R.

DEFINITION 1.39 Un intervalle1 de R est dit stable par f si f(I) C L, i.e. si pour tout x € 1, f(x) € L.

PROPOSITION 1.40 Sil est un intervalle stable par f alors pour tout a € 1, il existe une unique suite (u,) e
telle que uy = a et, pour tout n € N, u, 1 = f(uy,).

On suppose dans la suite de cette section que I est un intervalle stable par f et on se donne une suite (u,)
vérifiant la relation de récurrence u,,; = f(u,) pour tout n € IN.

Remarque 1.41 Tout intervalle stable J est attractif au sens o, si un terme de la suite (u,) appartient a J,
alors tous les suivants appartiennent aussi a J (récurrence immédiate).

Concernant la limite (si elle existe) d’'une telle suite, le seul résultat au programme est le suivant.

PROPOSITION-DEFINITION 1.42 Si la suite (u,) converge vers une limite { en laquelle f est continue, alors
f(€) = ¢ (on dit que { est point fixe de f).

Ainsi, si f est continue sur un intervalle stable I contenant uy, les seules limites éventuelles de (u,) sont les
points fixes de f et les bornes de 1 (n’appartenant pas al).

Remarque 1.43 Pour déterminer les points fixes de f, on pourra déterminer les points d’annulation de la
fonction g : x — f(x) — x et, plus généralement, son signe qui sera utile plus tard. Cela peut étre effectué
par une étude des variations de g.

En pratique, pour établir que (u,) tend vers ¢, on démontre souvent, par un argument de monotonie de
(un), la convergence de la suite puis on écarte dans la liste des limites possibles tous les candidats sauf /.
Dans cette optique, le résultat suivant, hors-programme, peut étre utile.

PROPOSITION 1.44 Soit 1 un intervalle stable par f contenant u,.

(i) Sif est croissante surl, alors la suite (u,),ciN est monotone ; sons sens de variation est donné par le signe
de u; — uy = g(up).

(ii) Si f est décroissante surl, alors les deux suites (Uy,)neN €t (Uzni1)new SOnt monotones de sens contraires.

Remarque 1.45 Dans le second cas, les suites (uy,) et (u,,41) sont récurrentes associées a la fonction crois-
sante f o f. L’étude de leurs limites reléve alors du premier point, la question étant de savoir si elles ont
mémes limites ou des limites distinctes.

On renvoie aux T.D. pour plus de détails et des exemples. Comme on le verra plus tard, I'inégalité des ac-
croissements finis fournit également une méthode trés efficace pour I’étude des récurrences u, 11 = f{u,).

1.7 Suites définies implicitement

Il s’agit de suites dont le terme général u, est défini par une relation de la forme f,(u,)~=,0;ou (f,) est

une suite de fonctions auxiliaire.

o Le fait que (u,) soit bien définie (existence et unicité des termes u,) provient souvent de I’étude des
variations des fonctions f, qui permet d’appliquer le théoréeme de la bijection sur un intervalle bien
choisi.
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e On étudie ensuite la monotonie de (u,) en s’intéressant au signe de f,(u,11) ou fo11(u,). En effet, la
comparaison entre f,(u,) = 0 et f,(u,41) et la monotonie de f, permettent alors de comparer u, et u,;.

Cf. T.D. pour des exemples.

2. Continuité des fonctions réelles d’une variable réelle I

2.1 Limites et continuiteé

Dans ce paragraphe, on se donne une fonction f : I — R définie sur un intervalle I non trivial de R (ou
éventuellement un ensemble A réunion d’intervalles non triviaux disjoints) ainsi qu’un réel a, élément ou
borne de I. Certaines des définitions et résultats suivants qui concernent les limites peuvent étre étendus
a de légeres modifications techniques prés aux cas a = £0o et/ou ¢ = F-00.

Par définition, la fonction f admet pour limite / € R en a si
Ve>0, 36>0, Vxel |x—a <é=|[f(x)—/{ <
Lorsque a € I, elle est dite continue en a si elle admet f(a) pour limite en a.

Il apparait sur les définitions que :
e Sia € I:la seule limite possible pour f en a est f(a), et U'existence d’une limite pour f en a équivaut
donc a la continuité de f en a;

e Sia ¢ I:la fonction f admet une limite finie en a si, et seulement si, elle peut étre prolongée par
continuité a ITU {a}.

PROPOSITION 2.1 (CARACTERISATION SEQUENTIELLE DE LA LIMITE) Soit ¢ € R.
La fonction f admet pour limite  en a si, et seulement si, pour toute suite (x,) ey d éléments del convergeant
vers a, la suite (f(xn)) ncN converge vers L.

On dispose de théorémes opératoires pour les limites et donc pour la continuité. On renvoie au cours de
premiére année pour des énoncés précis. Comme dans le cas des limites de suites, on établit des résultats en
lien avec la structure d’ordre (principe de prolongement des inégalités, théoréme des gendarmes, etc.). Le
théoréme de la limite monotone prend une forme particuliére selon que la limite est considérée a gauche
ou a droite, il est énoncé ci-dessous pour une fonction croissante.

THEOREME 2.2 (DE LA LIMITE MONOTONE) Soit f : I — R une fonction croissante.

(i) La fonction f admet une limite a gauche en tout point a deIU {supI} \ {infI} :
= sif est majorée sur1N|—o0, a|, alors f admet pour limite finie

fla™) = lim f(x) = sup f(x) :

x<a x<a
> sif n'est pas majorée sur1 N |—o0, a|, alors f(x) diverge vers +oc lorsque x — a, x < a.

(ii) La fonction f admet une limite a droite en tout point a de1 U {inf I} \ {supI} :
> sif est minorée sur1N]a, +oo[, alors f admet pour limite finie

fla®) = lim f(x) = inf £(x) ;

x>a

> sif n'est pas minorée sur 1N |a, +oc[, alors f(x) diverge vers —oo lorsque x — a, x > a.

Enfin, les relations de comparaison (négligeabilité, domination, équivalence) entre fonctions peuvent étre
définies au voisinage d’un point a éventuellement infini.

2.2 Théoréeme des valeurs intermédiaires

THEOREME 2.3 (DES VALEURS INTERMEDIAIRES) Soit f une fonction continue sur un.segment [a, b| (a, b réels)
et a valeurs réelles.
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Toute valeur comprise entre f(a) et f(b) admet un antécédent par la fonction f dans Uintervalle |a, b] : pour

touty € [f(a),f(D)], il existe x € [a, b] tel que y = f(x).

Remarque 2.4 En contraposant le résultat précédent, on démontre que, sur un intervalle, une fonction
continue qui ne s’annule pas garde un signe constant.

2.3 Théoréme de la bijection

Le théoréme suivant est en partie admis.

THEOREME 2.5 Soit f une fonction continue strictement monotone sur un intervalle I et a valeurs réelles.
La fonction f induit une bijection continue de 1 sur Uintervalle ] = f(I) et sa réciproque f ' est continue et
strictement monotone de ] dans1, de méme sens de variations que f.

2.4 Image continue d’'un segment

Le théoréme suivant est admis.

THEOREME 2.6 Une fonction continue sur un segment de R et a valeurs réelles est bornée et atteint ses bornes.

3. Dérivabilité des fonctions réelles d’une variable réelle I

3.1 Définition et premieres propriétés

Soient I un intervalle non trivial de R et a € L

PropPOSITION-DEFINITION 3.1 Soit f : | — R une fonction.
Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) la fonction
f(x) — f(a)

I R
\{a} — R, x+— 4

admet une limite finie { en a;
(ii) il existe une fonction ¢ : I — R continue en a telle que :

vxel,  f(x)=f(a)+ (x—a)e(x);

(iii) f admet un développement limité a l'ordre 1 en a, i.e. il existe un réel u tel que :
f(x)=f(a) +a(x—a) + o(x — a), X — a.

Lorsqu’elles sont satisfaites, on dit que f est dérivable en a et le réel { = ¢p(a) = a est appelé nombre dérivé

de f en a et noté f'(a).

Remarques 3.2 ¢ Chacune des propriétés précédentes peut étre ramenée a l'origine en posant x = a + h,
ou h = x — atend vers 0 lorsque x — a.

o Interprétation géométrique : lorsque f est dérivable en a, le nombre dérivé f’(a) représente la pente-de
la tangente a la courbe représentative de f au point d’abscisse a.

THEOREME 3.3 Soit f : I — R une fonction.
Si f est dérivable en a, alors f est continue en a. La réciproque est fausse en général.

On renvoie au cours de premiére année pour :
e les notions de dérivabilité a gauche et a droite en a et le lien avec la dérivabilitéen a;

e la notion de dérivabilité sur un intervalle et la définition de la fonction dérivée;
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e les théoréemes opératoires sur les fonctions dérivables; on rappelle seulement ci-dessous le cas d’une
composée de fonctions dérivables :

PrROPOSITION 3.4 Soient f : I — R une fonction définie surl et ¢ : ] — R une fonction définie sur un
intervalle J telle que ¢(J) C L
Si ¢ est dérivable en a € ] tel que p(a) = a et si f est dérivable en a, alors la composée f o ¢ est dérivable

enw avec (f o @) (a) = ¢'(a)f (( )

e la notion de dérivée d’ordre supérieur, celle de fonctions de classe ¢ ; on rappelle une formule utile :

THEOREME 3.5 (FORMULE DE LEIBN1z) Soient f, g : I — R deux fonctions.
Si f et g sont n fois dérivables surl, alors leur produit fg Uest aussi et

0" = ()10

k=0

3.2 Accroissements finis

Soient a < bdeux réels et I un intervalle non trivial de R. On note I° et on appelle intérieur de I I'intervalle
ouvert obtenu en retirant ses bornes a L.

LEMME 3.6 Soit f : I — IR une fonction.
Si f admet en ¢ € 1° un extremum local et si f est dérivable en c, alors f'(c) = 0.

Remarques 3.7 o La réciproque est fausse, comme le montre I’exemple de la fonction x — x> en 0.

e L’hypotheése c € I° est essentielle, comme I'illustre I'exemple de la fonction x € [0, 1] — x, qui admet
un maximum local en 1, sans que sa dérivée ne s’y annule...

THEOREME 3.8 (ROLLE) Soit f : [a, b] — R une fonction réelle définie et continue sur un segment [a, b] et
dérivable sur I'intervalle ouvert |a, b|.

Sif(a) = f(b), alors il existe c € |a, b| tel que f'(c) = 0.

THEOREME 3.9 (DES ACCROISSEMENTS FINIS) Soit f : [a, b] — R une fonction réelle définie et continue sur
un segment |a, b] et dérivable sur Uintervalle ouvert |a, b|.

Il existe ¢ € |a, b] tel que f(b) — f(a) = f'(¢)(b— a).

THEOREME 3.10 Soit f : I — R une fonction réelle définie et continue sur un intervallel et dérivable surI°.

(i) La fonction f est croissante sur Uintervalle1 si, et seulement si, f'(x) > 0 pour tout x € I°.
Si cette inégalité est stricte sauf en un nombre fini de points, alors f est strictement croissante.

(ii) La fonction f est décroissante sur I'intervalle si, et seulement si, f'(x) < 0 pour tout x € I°.
Si cette inégalité est stricte sauf en un nombre fini de points, alors f est strictement décroissante.

(iii) La fonction f est constante sur l'intervalle si, et seulement si, f'(x) = 0 pour tout x € I°.

Le résultat suivant est hors-programme mais classique et a savoir redémontrer.

COROLLAIRE 3.11 Soienta € L et f : I — R une fonction définie sur1 et dérivable en tout point de 1\ { a}.
Si f est continue en a et si sa dérivée f' admet une limite finie { au point a, alors f est dérivable en a avec

f'(a) = 1.

Remarque 3.12 Si on suppose f de classe € sur I\ {a}, alors le résultat précédent apporteda ¢lasse € de
fsurl

THEOREME 3.13 (INEGALITE DES ACCROISSEMENTS FINIS) Soit f : I — R une fonction définie et continue
surl et dérivable sur1°.
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(i) S’il existe des réels m et M tels que pour tout x € I°, m < f'(x) < M, alors :
Va,bel, a<b = m(b—a)<f(b)—f(a) <M(b—a).

(x)| <M, alors :
f(b) - fa)l <M|b—al.

(ii) S’il existe un réel M tel que pour tout x € I°,
Va,bel,

Remarque 3.14 L’inégalité précédente est particulierement utile pour étudier certaines suites (u,)ncn Vé-
rifiant une relation de récurrence du type u,; = f(u,) pour tout n € IN.

Si la fonction f est dérivable sur un intervalle stable I et s’il existe un réel k < 1 tel que |f’(x)| < k pour
tout x € I (on dit que la fonction f est contractante), alors pour tout point fixe / € I de f,on a:

Vne N, funp =0 = |f(u) = f(O] < kfun — £

et donc, par récurrence :
VneN, |u,— ] <K |u— 1

d’ou, comme 0 < k < 1, la convergence de (u,)qcn vers .

3.3 Théoréme fondamental et formules de Taylor

Soit f : I — R une fonction définie sur un intervalle I non trivial de R.
THEOREME 3.15 Soita € L. x

Si f est continue surl, alors la fonction F : x € I+—— [ f(t)dt est la primitive de f sur1 qui s’annule au
point a. a

THEOREME 3.16 (THEOREME FONDAMENTAL DU CALCUL DIFFERENTIEL ET INTEGRAL) Si f est de classe €™
surl, alors :

Va,x €1, f(x)=f(a) +/xf/(t) dt

L’objet des formules de Taylor ci-dessous est d’estimer ’erreur commise en approchant f, n fois dérivable
en un point a € L, par son développement de Taylor en a a 'ordre n :

(k)
f ()( _a)k'

Tonf : xl—>z
k=0

THEOREME 3.17 (FORMULE DE TAYLOR AVEC RESTE INTEGRAL) Si f est de classe €™ surl alors :

Va,x €1, f(x) = iM(X—a)k—l—/xuf("ﬂ)(t)dt.

COROLLAIRE 3.18 (INEGALITE DE TAYLOR-LAGRANGE) On suppose f de classe €™ surl.
S’il existe un réel M tel que pour tout t € 1, ‘f(”ﬂ)(t)‘ <M, alors :

|x_ a|n+1

(n+ 1)

n £ (g
vaxel |f -3 o <m
=0 K

THEOREME 3.19 (THEOREME DE TAYLOR-YOUNG) Si f est de classe € surl, alors f admet un dévelappement
limité a U'ordre n au voisinage de tout point a € 1 donné par :

f =y @

k=0 k'

(x—a)*+ o((x — a)"), X — a

Remarques 3.20 o Tous ces résultats sont déja connus pour n = 0 : définition de la\dérivabilité, théoréme
fondamental, égalité et inégalité des accroissements finis.
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e Il faut noter une différence fondamentale entre les formules ci-dessus : la formule de Taylor-Young ne
donne qu’une information locale, au contraire des autres qui donnent une information globale.
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