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Eléments de correction

Premieére partie

1. a. On lit sur la matrice A les expressions de a(e;) = e, et de a*(e;) = a(e;) = e;. Puisque la famille
(e1, €, €5) est une base de E, la famille (e;, a(e;), a*(e;)) est donc génératrice, ce qui assure que
I’endomorphisme a est cyclique.

Pour A € R, les opérations L, <— L, + ALs;, L; < L; + AL, puis une permutation des colonnes
(C; — C; = C, — C3) montre que :

P(A) 0 0
rg(A— M) =rg| * 1 0
* 01
ouP(\) = —A* 4 6\ — 11\ + 6 (observer le lien avec la derniére colonne de A). L’endomorphisme

a admet donc trois valeurs propres : 1, 2 et 3. Comme E est de dimension 3, il est diagonalisable
et ses sous-espaces propres sont des droites, dont on détermine aisément par le calcul des vecteurs
directeurs ; il vient successivement :

u; = 6e; — 5e; + es, u, = 3e; —4e, + €3 et us = 2e; — 3e; + es.

Puisque a est diagonalisable, ses sous-espaces propres sont supplémentaires dans E ; la famille (u;, u,, u3)
est donc une base de E. Par suite, la matrice de passage

6 3 2
P=[-5 —4 —3
1 1 1

de la base (ej, e;, e;) a la base (u, uy, us) est inversible et 'on a :

P 'AP =

S O =
S N O
w o O

d’apres la formule de changement de base.

b. On obtient de méme b(e;) = e, et b*(e;) = e; d’ou I'on déduit que 'endomorphisme b est cyclique.
Les mémes opérations sur rg(b — \idg) qu’en a. montrent que les valeurs propres de b sont les
racines du polyndme —\> — N>+ A +1=—(A—1)(A+1)*: 1 et —1. On vérifieque B—I; et B+ 13
sont toutes les deux de rang 2 si bien, d’apres le théoréme du rang appliqué a b — idg et b+ idg, que
E;(b) et E_;(b) sont de dimension 1. Dans ces conditions,

Y. dimE,(b) = dimE,(b) + dimE_;(b) =2 < 3

AESP b
et 'endomorphisme b n’est pas diagonalisable.
2. a. On obtient par une récurrence immeédiate :
Vke N, Vie[1,n], (x)=\ux.

Par suite,
n
Vke N, cf(x) = Mx,.
i=1
Si pg, - - ., in—1 sont n scalaires tels que
n—1 K
frc”(x) = 0,
k=0
on a donc

n—1 n n n—1
0=> Mk(z Afxi) = ( > Mk/\f) Xi-
k=0 i=1 k=0

i=1 —
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Puisque la famille (x;, . . ., x,), formée de vecteurs propres de ¢ associés a des valeurs propres deux-
a-deux distinctes, est libre, cela implique :

n—1
Vie[,n], S M=o
k=0
ou, en d’autres termes, que les nscalaires Ay, . . ., \,, deux-a-deux distincts, sont racines du polynéme
n—1
Z :uka7
k=0
de degré inférieur ou égal a n — 1. Ce polynome est donc nul, ce qui signifie que px = 0 pour tout
k € [0, n— 1]. On a ainsi établit que la famille (xo, ¢(x), . .., c"*(x)) est libre.

b. La famille (xo, c(x)s -, x"il(xo)) étant libre formée de n vecteurs dans E de dimension n, c’est une
base de E. Elle en est en particulier génératrice, d’ou I'on déduit que c est cyclique.

Deuxieme partie

1. a. Pour j = n, onaune famille (xo, f(xo), .. ., f"(%)) formée de n+1 vecteurs dans I'espace E de dimen-
sion n, qui est nécessairement liée. L’ensemble des entiers j pour lesquels la famille (xo, f(x)), . . . , f/(x0))
est liée est donc une partie non vide de IN ; a ce titre, elle admet un plus petit élément m. Par défini-
tion, la famille (xo, f(xo), ..., ™ (x)) est alors libre.

b. Puisque la famille (xo, f(xo),...,f™(x0)) est liée alors que la famille (xo, f(xo), ..., ™ (x))) est

libre, le vecteur f™(x,) est combinaison linéaire de la famille (xo, f(x), ..., f™ *(x)). Le résultat
est donc acquis pour k = 0. S’il Pest pour un entier k > 0, alors il existe des scalaires Ao, ..., Ay
tels que :

m—1 .
fm+k(x0) = Z% Aif! (%)
J:
et alors

FH  (x0) = F(f™H (%)) = n.i: Mf (%) = ":1 A1 (x0) + i f™ (%)

appartient au sous-espace Vect (xo, f(xo), . .., f™ (%)) puisqu’il en est ainsi de f(x;), ..., ™! (xo)
et de f™(x,) d’aprés le cas k = 0. Ce vecteur f™"*+1(x;) est donc lui aussi combinaison linéaire de la
famille (x, f(x0), ..., f™ (%)), ce qui constitue le résultat au rang k -+ 1. On conclut par le principe
de récurrence.

c. Puisque tous les vecteurs f*(x,), k € IN, qui forment par hypothése une famille génératrice de E,
sont combinaisons linéaires de la famille (xy, f(x), ..., f™ '(x)) d’aprés la question b., celle-ci est
génératrice de E. Comme elle est également libre d’apres la question a., c’est une base de E. Elle est
donc formée de n vecteurs, ce qui assure que m = n.

2. a. Il vient immédiatement :

0 0
1 (0) 2

M=1o 1 ° e M,(K)
. 0 Pn—z
0 -+ 0 1 puy

b. Pour A\, ..., \,_; € K, la relation
n—1
Z /\kfk =0,
k=0
(dans L(E)) implique

n—1

> Mif (%) = 0,

k=0

qui implique & son tour A; = 0 pour tout k € [0, n — 1] puisque la famille (xp, f(x0), ..., f™ (%))
est libre par construction. La famille (idg, f,...,f" ') est donc libre dans L(E). Par suite, le seul
polynoéme annulateur de f de degré strictement inférieur a n est le polynéme nul.
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C.

b.

On a tout d’abord, par définition de P, (P(f))(x,) = 0. Puis, pour k € [0, n — 1], les endomorphismes
f* et P(f) commutent en tant que polynémes en f, et 'on a alors

(P(N) (F(x)) = FH[(P(N) ()] = £(0) =

L’endomorphisme P(f), dont on vient de voir qu’il envoie tous les vecteurs de la base (xo, f(x),
o f mfl(xo)) sur 0, est donc nul, ce qui signifie que P est un polynéme annulateur de f.

. On obtient, par une récurrence immeédiate, f*(x) = A\*x pour tout k € IN, d’ott I'on tire, puisque P

annule f d’apres la question 2.c. :
n—1 n—1
0= (P(f))(x) = f"(x) - kZ pift(x) = Ax — kZ piX'x =P(N)x.
=0 =0

Puisque x est non nul en tant que vecteur propre, on en déduit que P(\) = 0.

D’apres la question 2.a., 'endomorphisme f — Midg est représenté dans la base (xo, f(x0), .-,
f m—1(x0)) par la matrice
A 0 --- 0 o
M-JL=|o 1 " o .
’ : = Pn—2
0 .. 0 1 pn—l _ )\

Les n—1 premiéres colonnes de cette matrice étant linéairement indépendantes (systéme échelonné),
on a déjarg(f — Aidg) > n — 1 ou en d’autres termes, d’apreés le théoréme du rang, dim Ker(f —
Aidg) < 1. Mais le sous-espace E,(f) = Ker(f — \idg) n’est pas réduit a {0} puisque \ est valeur
propre de f. C’est donc un sous-espace de dimension 1.

. L’endomorphisme f est diagonalisable si, et seulement si,

> dimE,(f) = n.

AESp f
Or, dans la somme précédente, tous les termes sont égaux a 1 d’apres la question b.. Pour que la
somme ci-dessus soit égale a n, il faut et il suffit donc qu’elle comporte n termes, c’est-a-dire que f
admette n valeurs propres deux-a-deux distinctes.

. L’application nulle commute avec f puisque f est linéaire, de sorte que f(0) = 0. Si g, h commutent

avec f alors, pour A € KK, on a par linéarité de f :
VxeE,  (fo(Ag+h)(x) =f(Ag(x) + h(x)) = Af(g(x)) + f (h(x))
= M\g(f(x) + h(f(x)) = (\g + ) o f) (x),
dou fo(Ag+h)=(Ag+ h)of,ie A\g+ h e C(f). De méme,
fo(goh)=(fog)oh=(gof)oh=go(foh)=go(hof)=(goh)of
et go h e C(f).

Ainsi C(f) est un sous-espace vectoriel de L(E) stable par o.

. Si g, h € C(f) sont tels que g(x)) = h(x), alors pour tout k € [0, n — 1], g et h commutent a f* de

sorte que

g(f“(x)) = f*(g(x)) = f*(h(x)) = h(f*(x))
et les applications linéaires g et h, qui coincident sur les vecteurs de la base (xo, (%), - .., f"*(x0)).
sont donc égales.

. Par construction, les applications linéaires g et ) g, f7, qui commutent toutes les deux avec f, coin-

cident en x;. Elles sont donc égales d’apres b..

. D’apres la question c., la famille (idg, f, ..., " !) engendre C(f). Comme est libre d’aprés la ques-

tion 2.b., c’est donc une base de C(f), lequel sous-espace de L(E) est donc de dimension n.



